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فشرين أول السناتة ي الفرغ أنشطة قرينات ومسائل قدماً إلى ودام الطلوى قن اللستوف 
مركز الأبعاد المتناسبة في فو تمرينات سيار لنتعلم الأمام الجداء السُلَّمِي في الفراغ 








1003 مسائل: قدماً إلى لأمام مجموعة الأعداد العقدية الشكل المثلثي لعدد عقدي 
مسائل: لنتعلم البحث مرافق عدد عقدي 
الشكل الأسي لعدد عقدي مسائل: قدماً إلى الأمام استعمال العدد العقدي 
المعادلة التربيعية ذات الأمثال تمرينات ومسائل: لنتعلم تمثيل الأشعة بأعداد عقدية الممثل لشعاع, الكتابة 





نسمان2 مسائل قدماً إلى الأمام الاستقلال الاحتمالي أنشطة » تمرينات ومسائل قريدات فمسائل 
الاحتمالات المشروطة اتسوايق تمرينات ومسائل 
المتحولات العشوائية المتحولات العشوائية الحدانية 











و ..ى لل ٠0‏ 


معدمه 





يأتي منهاجُ الرياضيات في الصّف الثالث الثانوي العلمي مُتمماً لمنهاج الرياضيات في الصّفين 
الأول والثاني الثانوي الذي جرى إعداده في المركز الوطنيّ لتطويرٍ المناهج التربوية وفق المعايير 
الوطنية» مُعتمداً في بنائه على التراكم الحلزونيّ للمفاهيم والمهارات وتكاملهاء إِذّْ تتطور المفاهيم 
والمهارات في بناءٍ مترابط» فتثقرّن المعارفُ بالحياة العمليّة وتُقدَمُ المادّهٌُ العلمية بطرائق سهلة ومتنوعة 


ومدعّمة بمواقف حياتيّة وتتكامل مع الموادٌ الدراسيّة الأخرى. 


يشتمل كتاب الرياضيات الجزء الثاني على سبع وحدات متضمنة ثلاثينَ درساً وينتهي كل درس 
بعددٍ من التدريبات تهدف إلى تقويم الطالب وتمكينه من المعارف والمهارات التي تعلّمها في الدرسء. 
وليتابع بقية دروس الوحدة» ونجدُ في كل وحدة عدداً من الفقرات المميّزة التي نُجْمِلُها فيما يأتي: 
ه المقدمة: وهي مقدمة تحفيزيّة تهدف إلى تنمية اتجاهات إيجابية نحو الرياضيات واحترام ما 
قدمّه العلماء من إسهامات في ميادين العلوم المختلفة. 
ه انطلاقةٌ نشطةٌ: تهدفُ إلى تعزير المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّم مزودة بأسئلة 
وشروحات وتوضيحات كمدخل للوحدة والإضاءة على مفاهيمها. 
ه أمثلةٌ: تتضمن مختلف الفقرات الموجودة في الدرس وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً 
نموذجية جرى صوغها صياغة لغوية سليمة وبأسلوب منهجي علمي لتكوّن نماذجَ يجب اتباعها 
غنذ بخل الأنقبطة والتدرييات. والمسائل. 
ه تكريساً للفهم : تطرح سؤالاً هاماً للمناقشة يتعلق بفكرة الدرس الأساسية في مادة التعلم والإجابة 
عنه بطرائق متعددة موضحة بالأمثلة المناسبة لتكريس الفهم عند المتعلم حيث تتم إعادة فكرة 
الذرن ياساليب: :مختلفة .: 





أفكار يجب تمثلها: وهي فقرةٌ يجري فيها التنوية إلى قضايا ومفاهيمَ أساسيّة في الوحدة حيث 
تعاد صياغتثها بأسلوب مختصر ومبسّط. 

منعكساث يجب امتلاككها: وهي فقرةٌ تتضمن إرشادات للمتعلم على كيفية التفكير قبل البدء 
بالإجابة عن سؤال» وما هو المنعكس السريع الذي يجب أن يتبادر إلى ذهنه وكيفية استعمال 
القضايا والمفاهيمَ الأساسيّة في أمثلة توضيحيّة. 

أخطاءٌ يجبُ تجنْيّها: حيث جرت الإشارة إلى بعض الأخطاء الشائعة التي يقع فيها الطلاب 
عادة» أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب في غير مكانهاء أو بأسلوب منقوص. 

أنشطة: في نهاية كل وحدة مجموعة من التمرينات والتطبيقات الحياتية صيغت على شكل 
أنشطة تفاعلية . 

لذ . اله 3. وهي فقرة تدرب الم" 2 على طرائق 05 المشكلات وك 1 التعلم الذاتيّ عر 
طريق تزويد الطالب بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَعْلِه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة 
بهدف الوصول إلى حلول المسائل ثُمّ صياغة هذه الحلول بلغة سليمة. 

قُدْماً إلى الأمام: وهي تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان 
مواقف حياتية تيح للمُتعلّم فرص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقد لديه. 

- وهكذا كانت الوحدة الأولى (الأشعة في الفراغ) ليُعمم مفهوم الشعاع ٠‏ الذي درسناه في 


الصف الثاني الثانوي » دونما فوارق أساسية» إلى الفراغ. 


- الوحدة الثانية (الجداء السُلّمي في الفراغ) سنقتصر في دراستنا على المفهوم الهندسي 
البسيط وتطبيقاته المباشرة . 


- كُمّ تأتي الوحدة الثالثة (المستقيمات والمستويات في الفراغ) إذ تهتم هذه الوحدة بدراسة حلول 
جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيلء» ودراسة التمثيل الوسيطي لمستقيم إذ يتيح 
التفسير الهندسي في حل بعض جمل المعادلات معرفة سابقة لعدد حلول الجملة» مما يجعل 
التحقق من صحة الحل الجبري أمراً يسيراً. 


- وندرس في الوحدة الرابعة (الأعداد العقدية) وفيها نتعرف مجموعة الأعداد العقدية والشكل 
الجبري والشكل المثلثي والشكل الأسي لعدد عقدي وطويلته وزاويته وبعض قواعد حسابه 


وحل المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية. 





- ونتعرف في الوحدة الخامسة (تطبيقات الأعداد العقدية في الهندسة) ومنها تمثيل الأشعة 
بأعداد عقدية العدد العقدي الموافق لمركز الأبعاد المتناسبة والكتابة العقدية لبعض 


- وفي الوحدة السادسة (التحليل التوافقي) ندرس بعض طرائق العد ومنشور ذي الحدين. 


- واخيراً تأتي الوحدة السابعة (الاحتمالات) لنتابع فيها دراسة الاحتمالات والتمثيل الشجري 
للتجارب الاحتمالية المركبة» القواعد العامة في حالة التمثيل الشجري لتجربة» والمتحولات 


العشوائية » والقانون الحداني. 


زُوْدَ الكتابُ أيضاً بمجموعة من نماذج الاختبارات تشمل جميع مفاهيم الكتاب. وجرى فيها تنويغ 
طرائقَ عرض الأسئلة» وتضمينٌ تمارينَ متدرجة في المستوى لتمكن المتعلّمين من حلّها تبعاً لمستويات 
تحصيلهم. نرجو أن تكون هذه النماذج عوناً للمدرّس في بناء نماذج مشابهة» تساعده في قياس مدى 
تحقيقه للأهداف التعليمية المطلوبة. 

وهنا نريد التأكيد على أن تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة 
وخاصة مهارات التفكير الناقد والتفكير الإبداعي» يتطلب من المدرّس أن يؤدي دور المُيسر والموجّه 
للعملية التعلّمية» فيطرح التساؤلات المُناسبة» ويختار المناسب من الأمثلة» ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّاًء 
ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل» ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبورة. 

وأخيراً نأمل من زملاثئنا الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البتّاءة 
المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار. وننوّه أنّه يمكن الحصول على 
النسخة الإلكترونية من هذا الكتاب من موقع المركز الوطني لتطوير المناهج التربوية على الشابكة: 


ا ا 


المعذون 





1. عموميات ”شإ 
2. الارتباط الخطي لثلاثة أشعًة 1 13000 
3. المعلم في الفراغ 01110111ل523#5710#0101#17#73171010100001 
4. المسافة في الفراغ 11111000 111 1 1 32731111( 
5. مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ 3101111111111 
أنشطة ب 0 1دبببب1 1 1 1 11*00 
تمرينات ومسائل د57 *5#* 


© الجداء السلمي يغ الراغ 


1. الجداء السُلّمي في المستوي (تذكرة) 0 
2. الجداء السسُلّمي في الفراغ 989 ا220 


3. التعامد في الفراغ 2 2 2 211111010101011 
4. المعادلة الديكارتية لمستو ا 


© المستقيمات والمستويات سيث الف راغ 


1. المستقيم والمستوي بصفتهما مراكز أبعاد متناسبة ا 12111111 
2. التمثيلات الوسيطية 553511111111( 








4 “عر اد العقدنة 09 


1. مجموعة الأعداد العقدية -1-1_زٍ201ٍ0ز0ز0ز102020 0 0507007077 
2. مرافق عدد عقدي +8ب010000000 1#[ [1[1[1[1 1[ 077 
3. الشكل المثلثي لعدد عقدي لدبب 0505000 
4. طويلة عدد عقدى وزاويته 1 
5. الشكل الأسي لعدد عقدي 10[ [ز[ز[ز[ز[ 1[ 0 00700770 
6 المعاد لات من القرجة الثانية ذات المكال الحقيقية 11 
أنشطظة م م ا 1 
تمرينات ومسائل 100000 
30 قات الأعبر اد العدرتاسية الأوودسة 187 
1. تمثيل الأشعة بأعداد عقدية 91 |[ 0016077 
2. استعمال العدد العقدي الممثل لشعاع +89و10زؤز[ز[ز[ز[ز[ [1[ز[ [ز [ [ 007 
في الفكاة الوقدية للتحوريلات المتديسة م1134 
اشملة لببببببببببببببدا0ا8ا8ا868إ(“+88888+(+(+(+(+(++|#6خ+#1#+1#|1#ذ1ذخ1ذ1ذ|ذ|ذخذ1[1[1[1[1[1[1[1[1[1[1[1[ |[ 0-0007 
تمرينات ومسائل ا ذ-ب-ب-ب1ب1ب-ب.-.-.ب-1_.-.-.-.000012121]2 0600007 


1. إنشاء قوائم من عناصر مجموعة ااااا * *ش*001 
2. التوافيق 11 
3. خواص عدد التوافيق ('/ )» ومنشور ذي الحدين ا و ا 
أنشطة 1.-.-.-.-.1.1زز02021212323212 00007 





5206 © 


1. الاحتمالات المشروطة 0 
2. المتحولات العشوائية ا 
3. الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين ل 
4. المتحولات العشوائية الحدانية للدي ااا 
قله ا ا 
تمرينات ومسائل ل 
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108 


205 


الث 


[ل عموميات 


©© الامرتباط المنطى ثلاثة أشعة 
© المعلم يذ الفاغ 
المسافة سيك الفاغ 


2© مركر الا عاد المتناسبة ية الفاغ 














تاريخيأً. يمكن إرجاع مفهوم الأشعة إلى بداية القرن التاسع عشرء في أعمال بولزانو 
همة2اه5 الذي نشر عام 4 كتاياً عن 5 الهددسةء يتعامل فيه مع النقاط 
وكانت هذه خطوة محمّة على طريق وضع الاسس الموضوعاتية للهددسةء وقفزة 
ضروريّة من التجريد اللازم نحو مفهوم الآشْعّة والفضاءات الشعاعيّة. 


وفي عام 1827 نشر موبيوس وناثاة71 كتاباً عن حساب مراكز الأبعاد 
المتناسبة : انطلاقاً من أيّ مثلث )248 أي نقطة 7 من المستوي هي مركز ثقل 
النقاط 4 و8 و© وقد وضعنا فيها أوزاناً مُناسبة © وه و». تكمن أهمية هذا العمل 
في أنّ موبيوس كان يتأمّل مقادير موجمة. الظهور الأوّل للأشعة. وفي عام 1837 
نشر موبيوس نفسه كتاباً في علم التوازن يتحدّث فيه صراحة عن تحليل مقدار 
شعاعي على محورين. 

في عام 1814 مثّل آرغان 2 صهع:ك الأعداد العقدية بنقاط في المستويء أي 
بأزواجح من الأعداد الحقيقية» ولكنّ هاملتون «هغ[نصصد11 هو مَن تعامل مع هذه 
الأعداد بصفتها أشعّة ثنائية الأبعاد في مقالة علمية فنشرت عام 1833» وأمضى بعدها 
عشر سنين من حياته مُحاولاً ترون لصريري» جوم عملية ضرب الأعداد العقدية 
على الأشعة في الفراغ الثلاثي الأبعاد. ولكنه نجح في فضاء ذي أربعة أبعاد 
واكتشف عام 1843 ما يُعرف بحقل الرُباعيّات 00326620102 وهو حقل غير 
تبديلي يمدّد حقل الأعداد العقدية. 


- 








الأشعةف الفراغ 


6 عموميات 


يُعمّمُ مفهوم الشعاعء الذي رأيناه في المستوي في الصف الثاني الثانوي» دونما فوارق» إلى الفراغ. 
0 نقرن بكل ثنائية نقاط ( ,4 ) من الفراغ» الشعاع 47.. 
# في حالة 8 عد 4رء يمتلك الشعاع 1 : 
منحىّ هو منحى المستقيم (472). 
اتجاها يتفق مع الانتقال من 4 إلى 8. 
5 طولاً أو نظيما هو المسافة بين 24 و2. نرمز إلى نظيم الشعاع 18 بالرمز |8 |ء 
فيكون هم - اقم ا. 
" في حالة 8 -ح 4مء الشعاع 4/1 هو الشعاع الصفري ويرمز إليه بالرمز 0. 





8 تقول إن أشعة عتساوية عندما تعنلك: المتحى زان والاتحاء ذاقد والطول ذاته تكقب: عندكة 
77 - 07 - 49 - 7 كما يشير الشكل السابق. 

© إذا لم تكن النقاط الأربع 4 و8 و0 و7 على استقامة واحدة» عندئذ : 

« 07 - 48 » يكافئن « 42700 متوازي أضلاع « 

© أيَآً تكن النقطة 4 من الفراغء وأيّاً يكن الشعاع #» توجد نقطة واحدة 8 تحقّق 7# - 48 . 

© قواعد الحساب المتبعة مع الأشعة في الفراغ» هي ذاتها المتبعة مع الأشعة في المستوي (علاقة 
شال مثلاً). 

1. الأشعّة المرتبطة خطياء التوازي والوقوع على اسسقامة واحدة 

يُعَرَفُ الارتباطً الخطي لشعاعين في الفراغ كما هي حال التعريف في المستوي. والأمر ذاته فيما يتعلق 

بالمبرهنات والنتائج المترتبة عليها: 











7© تعرينم 1 

القول إِنّ الشعاعين 47 و7© غير الصفريَّيْنء مرتبطان خطيّاء 
يعني أنّ المستقيمين (472/) و (01) متوازيان (الانطباق حالة 
خاصة من التوازي). أي إنَّ لهما المنحى ذاته. 

اصطلِحَ أنّ الشعاع الصفري وأيّ شعاع 7# مرتبطان خطياً. 


© مبرمنة 1 


" يكون الشعاعان 7 و7 مرتبطين خطياً إذا وفقط إذا نتج أحدهما من الآخر بضربه بعدد حقيقي 
أي إذا وُْجِدَ عددٌ حقيقي / يحقق 69# - 7 أو وجد عددٌ حقيقي /6 يحقق 8/0 - 17. 
تكون النقاط المتمايزة 4 و28 و© على استقامة واحدة إذا وفقط إذا كان الشعاعان 24 و2406 





مرتبطين خطيّاً وهذا بدوره يُكافئ وجود عددٍ حقيقي غير معدوم :/ يحقق 10 - 173. 


ومثلما في المستويء لدينا المبرهنة الآتية: 


© مبرهنة 2 


لتكن 4, و28 نقطتين مختلفتين من الفراغ» عندئذ المستقيم (472.) 
هو مجموعة النقاط 3/4 التي تجعل 471/7 و4 مرتبطين خطياً: 
أي مجموعة النقاط 14 التي تحقّق 48+ - 414 حيث + من 
12. 


كيف نستفيد من قواعد الحساب؟ 


7 مكعبٌ و71 منتصف الحرف 761 ]. 

0 عيّن النقطة 11 التي تحقق العلاقة (1) الآتية: 
1 ح [7 + لل + يل . 

© أثبت صحة العلاقة (2) الآتية : 


© إذا كانت 4 نقطةً معلومة وكان 7 شعاعاً معلوماء أمكن تعيين النقطة /3 التي تحقّق 
7 - 41/7 . ومنه فكرة البحث عن شعاع واحد يساوي الشعاع 77 ل 4 + 48 . 








8 لالم ح 0# لد يرل . 








الرباعي 497578 مربعء إذن 47 -ح 9ر4 + 48 اسقاداً إلى قاعدة متوازي الأضلاع في جمع الأشعة: 
ومنه + رم - رس + رم + يق . ثم نستفيد 7 علاقة شال لنجد 47 - 77 + #رل ومنه 
7 - #7 + 48 + 48 » وبالتعويض في (1) نجد 214 - 47 ء ومنه 7 - /1. 
© لإثبات المساواة (2)» نفكّر بتحليل الشعاع 42 لإظهار الشعاع 47 . فنكتبء استناداً إلى علاقة 
شال 9 + #لى - زه إذن 

8 ل 017 د كلم - 0177 + 8 + للم - 017 + 48 
وبالاستفادة من علاقة شال ثانية» نجد 8 + رم - رن + ولق . 


2 _ 
9 م 


أتبقى العلاقة التي أتبتناها في المثال السابق صحيحة أياً كانت النقاط 0,7 ,4,8 في الفراغ؟ 


كيف نثبثُ وقوع نقاط على استقامة واحدة؟ 
ليكن ,41770117161 متوازي سطوح. وليكن 6 مركز تقل المثلث 5 7 
6 . أثبت أنَّ النقاط 7 و © و 7. تقع على استقامة واحدة. 1 
9 أحد أساليب إثبات وقوع النقاط 7 و © و /. على استقامة واحدة 


فر نات ان التبعاعيق 110 و 216 خرتيطان خطرا. 


لما كانت © مركز ثقل المثلث 276هء كان 0 - 6726 + 67 + 68. لنسع إلى إظهار الشعاع 706 
بالاستفادة من علاقة شال» نجد 





0 ع7 + ون + 27 + وج + زه« + ور6 
ومنه 
11-0 بك [ عد ور مك م5 
ومن جهة أخرى لنسع إلى إظهان الشعاع. ررر» تلاحظ أن 
47 + 71 + 727 + 78 + 27 ح ور + 2727 + 8رر 
[20 ح رز + ىم دل[ + رو - 


أو 0 - 557 368 أي. 9527 326. إذن تقع النقاظ. .2 و 6و .على انتقامة واحدة. 








سه ما فائدة مفهوم الارتباط الخطي لشعاعين في الفراغ ؟ 
" لإثبات توازي مستقيمين أو نفي توازيهما. 
لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة أو نفي وقوعها. 


00 4802177011 مكعب. 7 منتصف [1277[» 7. منتصف [70]. 
© في كل من الحا لات التالية» بيّن إذا كانت النقطة /1 المعرّفة بالمساواة الشعاعية المفروضة 
تنطبق أو لا تنطبق على أحد رؤوس المكعب. وعلَّلَ إجابتك. 


زه 8 + 8م - 11ل . 02" مم + هم + 8م - 711ل . 
56 6 سد 78 - 11 ف . 4 87 + 46 - 411 . 





ذه [ 88 + 246 - 41/1 . 
© في كل من الحالات الآتية» حدَّدْ موقع النقطة 77 المحققة للمساواة الشعاعية المفروضة. 
اه رك + طلم + 8م - تزم. ‏ 2ه 87 د86 ب يلم - ارم . 
4 51 + 08 + 07 + 20 + هم - نل . 
© في كل من الحالات الآتية» عبّر عن المجموع الشعاعي المفرو ض بشعاع واحد (قد يكون 
محري سن رلك متكا دن من لقال بحصيرا: ش 
لله 84 عه كه 2 70 + 8 . 3ه لم ل 5ق . |-ه 7 + 286 . 
© 17010171011 متوازي سطوح. 
© أثبت صحة المساواة الشعاعية» في كل من الحالات الآتية: 
له 0- بيرم + يجي + مع . 10ح 077 بك 110 
1 حراط هك 61 يك 010 + 4ه 70 ع 70 د 8 ل ل . 


© وضع النقاط 7 و0 و بحيث يكون: 
اه 148+ 42م 1+ قم - صم 





2 ل + 40 + 8م - 40 . 

3ه 49 1 - هم - هملظ - جرن. 
© عيّن شعاعاً يساوي 87 + 897 + 70 وأثبت أنَّ هذا الشعاع يرتبط خطياً بالشعاع 177 . 
© أوجد شعاعاً يساوي 8 + 70 + 78 وأثبت أنّ هذا الشعاع يرتبط خطياً بالشعاع 77 . 











© الارتباط الخطي لثلاثة أشعمّ 
2 الخاصّة المميّزة لمسنوف الفراع 


© مبرهنة 3 


لتكن 4 و8 و©) ثلاث نقاط ليست واقعة على استقامة واحدة. 
6ن + 48 ٠:‏ - 411 حيث + ون من 1 





نقول في هذه الحالة إِنّ 47 و 40 يوجهان المستوي (40). 
ونقول أيضاً إِنَّ 478 و 410 هما شعاعا توجيه في المستوي (480). 
0 يتعيّنُ مستو 27 عموماً بنقطة وشعاعين 7 و7 غير مرتبطين خطيّآء هما شعاعا توجيه 7. 
الإفجاته (نرك إلى قراءة ثانية) 
« النقاط كك وز و 6..ليميت. كك استقامة واحدق فالشجاعان. 12م و 16 غير مرقيطين خطناء إذن 
(8,40ك:ك) معلمٌ في المستوي (480). فإذا كانت 34 نقطةٌ من ذاك المستويء» وُجدت ثنائية 
حقيقية (,) تحقق 6 + 48 ده - 411 . 
* وبالعكسء لنثبت أنّ كل نقطة /1 معينة بالعلاقة 406 + 48 - 41/7 هي نقطة من المستوي 
(480). لمّا كان (4:48,460) معلماً في المستوي (480)» إذن توجدُ نقطةٌ 7د من هذا المستوي 
إحدائيتاها (0,) أي 40 + 48م ح 47/7 » وعندئذ يكون 47/7 - 473/7 ومنه 2 - /1 . فالنقطة 


3 الاردا مز نض اللللااشية 


7 تعريونه 2 


نقول إِنّ الأشعة 7# و72 و7 مرتبطة خطيّاء إذا وفقط إذا وُجدث 
نقطلة :6 تجعل النقاط. © وار بو 29 ى 20 المترفة وفق 7 - 04 


بده 


و38 - 08 و 7 - 00» تقع في مستو واحد. 





وعندئذ أي نقطة 0 من الفراغ تُحقّق هذه الخاصة. 








شا خلاخطة عندما يكون الشعاعاتء غير الففرييق. 2 5 28> مرقيطين. بخطاء :فكون, النقاط .6 


ول و رآ على استقامة واحدة. فيوجد على الأقل مستو يحوي المستقيم 0) والنقطة )2 وعندئذ تكون 
الأشعة 7# و7 و 7 مرتبطة خطياً. 


© مبرهنة 4 


و7 مرتبطة خطيا إذا وفقط إذا وُجد عددان حقيقيان 0 و5 يحققان 7 + 07 - (7. 





الإشاءته (نترك إلى قراءة ثانية) 
" لنفترض أنّ الأشعة 7 و8 و7 مرتبطة خطياً. ولتكن 0 نقطة تقع في مستو واحد 7 مع النقاط 
ك4 و8 و © التي تحقق : 
13 - 04 و 2 - 08 و 3 - 00 
لما كان الشعاعان 7 و7 غير مرتبطين خطبياً. كانا شعاعا توجيه في المستوي (0/478) أي 2. 
واستناداً إلى التعريف, تنتمي النقطة © إلى هذا المستوي. وعملا بالمبرهنة 3» يوجد عددان حقيقيّان 0 
وم يحققان 8 - 004 - 00.: أي (61 ل نه ح (زنة. 
" وبالعكسء لنفترض أنّ 57 +084 - 7 حيث ٠+‏ وم من 18. ولتكن © نقطة ما من الفراغ 
عندئذ نعرّف النقاط 4 و2 و0 بالعلاقات 
04-1 و 2# - 08 و3 - 00 
فيكون لدينا 5078 + 004 - 06.» وهذا يثبث» بناءً على المبرهنة 3 نفسهاء أن 0 تنتمي إلى 
المستوي (042). وبذا يتم إثبات المطلوب. 


إثبات ارتباط خطي لأشعة 6 77 
7 مهََكحعب. النقطة 7 منتصف [27] و/7. منتصف 0 
0 
7 4 





لنمن .واكيكا من الشكل. وحون شعاغين مرتيطين .خطديا من يين. الأشحة القلذثة وقد لآ يكون ذلك حمهيها . 
لنحاول إذن التعبير عن /,7 بدلالة 267 و 26 وهما غير مرتبطين خطياً لأنهما متعامدان. لأجل ذلك؛: 








فعلى سبيل المثال 
لس زر + رز ح 7 © 


[ل ل 80 لد 8[ ح ل[ © 
فإذا أخذنا في الحسبان أنّ 0 - 78 + 78 و 0 - 67 + 77» بدا طبيعيّاً أن نجمع © و © طرفاً مع 
طرف». فنجد ( 07 + ل1) ل 80 ل اط + ( 18 + /11) - [21. إذن 86 + 8ل ح 217 ومنه 


6 + :777 - 77. وهذا يثبت الارتباط الخطي للأشعة 7 و80 و11. 





و كيف نثبت توازي مستقيم ومستو؟ 

هندسيّاً 

لإثبات أنَّ مستقيماً 0 يوازي مستوياً 2» يمكننا إثبات أنّ 4 يوازي 
مستقيما "ل من م 

"" شعاعيَا 

لإثبات أنَّ مستقيماً 4 يوازي مستوياً 2» يمكننا إثبات أنَّ في المستوي 7 
نقطتين 4 و8 تحققان 7 - 48ء و# شعاع توجيه للمستقيم 0. 
و كيف نثبت توازي مستويين؟ 

هندسيّاً 

لإثتبات توازي مستويين» يمكن إثبات أنَّ مستقيمين متقاطعين من أحدهماء 
يوازيان مستقيمين متقاطعين من الآخر. 

"" شعاعياً 

لإثتبات توازي مستويين» يكفي إيجاد شعاعين غير مرتبطين خطياً 24/7 
و40 من الأوّلء وشعاعين غير مرتبطين خطياً /8/ و 4/07 من 
الثاني» تُحقّق أن الأشعة 48 و40 و '4'8 مرتبطة خطيّاء وكذلك أنّ 
الأشعة 48 و 10 و 40 مرتبطة خطياً. 











00 4 و2 و ) ثلاث نقاط متمايزة من الفراع. أكون الاقيكة 2ن 40 3 25 مرقيطة خطتا؟ 


© 4 و8 و © ثلاث نقاط متمايزة من الفراغ. 27 نقطة تحقّق 480 - 8 , و" | نقطة تحقّق 


© 12011111 مكعب. 7 منتصف [7/1] و 7 منتصف | 7"6]. 
© أتنتمي النقطة 7. إلى المستوي (24281)؟ 


أتقعر 


© أتقخ الأشعة 8 و 47 و .4 في مستو واحد؟ 





رك ر85)1 ل رباعي وجوه. و ال هي النقطة المحققة للعلاقة 
0 + 218 + 418 - 411 
عبر عن 71/7 بدلالة 72 09 أن 1 3 تنتمي إلى المستوي (248)00). 


© 1801081011 مكعب. فيه 11 نقطة تُحفّق [1181 - 2911» و 21 نقطة تُحقّق 118 - 4 . 
© أشبت أن 8 + ارو - 1177 . 
© أتكون الأشعة 74 و 3/77 و 79 مرتبطة خطباً ؟ 


© 4180288071 مكعب. 7 و ل و2 وال هي بالترتيب منتصفات 
[48] و80[1] و[06] و[458]. ولتكن 14 النقطة المحققة 
للعلاقة 287 - 3511 . 
© لماذا 14 هي مركز ثقل المثلث 58 إر؟ 
أنكون. الأقيسة 1,11 وى 67و 281 هزقظة خطنا ؟ 














© المعلم في الفراغ 
3 المعُلم في الفراغ 


اختيار معلم في الفراغ: هو إعطاء نقطة © شمّى مبدأ المَعلم» وجملة ثلاثة أشعة (7,7,8) ليست 
مرتبطة خطيّاً. نرمز إلى هذا المعلم بالرمز (/,0:7,2). ونسمّي عادة الجملة (7,7,8) أساس أشعة 
الفراغ. ونقول إِنّ بُعد الفراغ يساوي 3 لأنَ عدد أشعة أي أساس فيه يساوي 3. 

ضح علاحظة: تُعَدْ المعالم (0:7,2,6) و (0:7,8,7) و ... و (0:7,7,8) معالم مختلفة في الفراغ. 


3 الإحدامّات 


7 مبرهنة وتعريؤم 5 
(,0:1,7) معلمٌ في الفراغ. عندئذ أيَآً كانت النقطة 14 من الفراغ» توجد ثلاثية (07,2,:) وحيدة 
من الأعداد الحقيقيّة» تُحقّق : م/م ل /ن + إن - /01. تسمّى (2,1,2) إحداثيّات النقطة 14 في 
المعلم  .)0:7,7,8(‏ هي فاصلة 31 و« هي ترتيب 14 و2 هي علو أو راقم 17 في هذا 
المعلم. 

لمّا كانت الأشعة 7 و7 و# ليست مرتبطة خطيّاء استنتجنا أنّ المستقيم 

المار بالنقطة /3 موجّها بالشعاع 7 يتقاطع مع المستوي (0,7,7) في 

نقطة '14 . إذن يوجد عددان # و ؛ يحققان 7/, + ونه - 01/(1. 


2 


ولمّا كان الشعاعان /1/1'71/ وم مرتبطين خطدء يوجد عدد حفيقى 2 


0 


يحقق 6ع - 11 . وتبعاً لعلاقة شال ع1 +د /011 ح 01 ومنه 





+ ون + 7ه - 07/1 . نقبل وحدانية كتابة بدلالة 17 و1 و. 


(:0:1,7,8) معلمٌ في الفراغ. نقرن بالشعاع 7 النقطة /1 التي تحقق 7 - /01. نعرّف مركبات 
الشعاع 7 بأنّها (7,2,) إحداثيات النقطة 71/7. وعليه يُكتب أي شعاع 7 بطريقة واحدة 
بالصيغة ل نو + أن - /[0 ح نن1. 


جب 


٠ ل‎ 


وكما هي الحال في المستويء: يمكن أن نكتب مركبات الشعاع 7 في عمود : 








1 
1 
2 








3 الحساب باستعمال الإحداتثيّات 
جميع النتائج المتعلقة بالإحداثيات في المستويء تمتد على الفراغ بإضافة إحدائية ثالثة. في معلم معطى 
(:,0:7,7)» إذا أعطيت إحداثيات 7 و7 وفق 
( 10,2 ,2 ) 11 و ”ماووساة 

عندتد : 
" أيَاً كان العدد الحقيقي #» كانت [ 8,:/,62) مركّبات الشعاع 1:1. 
" مركبات الشعاع 7 +1 هي ( يم ل يت ,كرو لد روا ل :). 
إذا أعطينا النقطتين ( ره ,ري ,ىر:)4 و ( و2 ,وز برر:ه) 28 كان لدينا: 

مركبات الشعاع 12 هي ا و5 دملا - ولا ديرلة - و2 


8 إحداقات النقطة 32 متخصيف القطعة المستقيمة ور بى ابتتهة سلاحمة متلق | 


: ا ا ا 20 
العساب أن فم 
نتأمل. في معلم (,0:1,7): النقاط لحي 1 ار و(1,3,3-)12/ و(1,2-,0)4). ولتكن 10 نقطة 


تجعل 4807 متوازي أضلاع. احسب إحداثيات 7» ثمَّ احسب إحداثيات 7 مركز متوازي 
الأضلاع هذا. 


" يكون الرباعي (42801 متوازي أضلاع إذا وفقط إذا كان 70 - 48 . ولكن مركبات 47 هي 





(2,1:6-) > (ينة - ورت ,ورلا - ورلا ويرنه - ون ) 
واذا افترضنا (2,ن,:ه)2ء. كانت مركبات الشعاع 20 هي (#2-2,-1-,ه -4). وعليه تُكتب 
المساوة 70 - 48 بالشكل 


2 2 - 4 
1 كا إه 
6 بع 2 


ومنه 6 حدم و0 2 ددن و 4- ح جمءأي (4-,2-,2)6. 
" مركز متوازي الأضلاع 7» هو منتصف قطره [100/]. فإحداثيات النقطة 17 هي 


1 2-1 كط| ‏ | متخو لاحك وله وله حك ونه 


50 و 3 ا 95 5 ين > 0ن 








كيى تنبت وقوع نقاط على استقامة واحدة؟ 


ليكن ,1801017161 متوازي سطوح. وليكن 6 مركز ثقل المثلث 2 


. أثبت تحليلياًء بعد اختيار معلم مناسبء أنّ النقاط 7 و6 !71117 
1 


و ل تفع على استقامة واحدة. 


9 نختار معلماً تكون إحداثيّات رؤوس المجسم المعطى بالنسبة إليه 
5500 


نختارء على سبيل المثال» المعلم (48,.472,41:ك)ء فيكون (8)01,0,0 و (2)0,1,0 و (01,0,1). 
و(5)1,1,1 . ولمًّا كانت © مركز ثقل المثلث 8116 » كان : 0 - 616 + 67 + 8©» ولكننا نبحث 
عن مركبات 46 » لذلك نستفيد من علاقة شال لنستنتج مما سبق أنّ 





0 - عل + مم + رم + فج + 48 + 64 
0ل + 47 + 48 )- - 364 
إذن 1 + 17 + 18) > - 16 . فإحداثيات © هي 


7 2 





11-63 01 1 ا 


50 3 3 3 
وبالعودة إلى الأشعة» لما كان. 2م ب 46 -- 20 و طار - رارح رق اسقنتهنا أن 
25 0 3-6 
> - 262 و 270-11 
3 3 ع .الل 


إذن 7 - 76 . والشعاعان 6ن مرتن خطراء لالشاط ان ري و اق على امتتاية 


واحدة. 


#ه كيف نتعرّف الارتباط الخطي لشعاعين في الفراغ تحليليا ؟ 
ين بس كن شعن او نر ل ع ار لطي دار ري 
عدد حفيفي / غير معدوم» يحقّق 1071-0 أي “مم عدم و “وم ع بن و لم ح ع . وهذا يُكافئَ أنّ 


م - جح - يك - ىك في حالة “مه و'“نه و2 من *12. 








0 نتأمّل النقاط (4)3,5,2 و(1,3-,8)0 و(2,2-,00© و (2,5,1-)2 و (25)3,9,2 و(8,13,3)مء 
في معلم (:/,0:7,7) للفراغ. 
© احسب إحدائثيات منتصفات القطع المستقيمة [472] و [07] و [71]. 
© احسب مركبات الأشعة 48 و2) و 7. 
© عيّن إحداثيات النقطة 7 بحيث يكون الرباعي 42076 متوازي أضلاع. 
© جد مرّكبات كل من الشعاعين : 
+ 8مة - 2# و ال + 208 - 248 - ة 
© في معلحم (0:7,7,8) للفراغ. نعطى إحداثياتٍ أربع من رؤوس متوازي ار 
السطوح 48025870627 المرسوم جانباً» وهي : 


ب 7 
ااام و(1-,2)1,3آ1 و(3,2,0-)0) و(1,3-,2)3. 0 


جد إحداثيات الرؤوس الأربعة الأخرى. 

© لديناء في معلم للفراغ» النقاط (1-,4)3,0 و (2,3,2-)2 و (2-,0)1,2. 
© جد إحداثيات النقطة 7 منتصف [48]. 
© جد إحداثيات النقطة 7 نظيرة 7 بالنسبة إلى 6. 
© جد إحداتيات النقطة 34 التي تحقق العلاقة 346 + 48 - /81 . 
© جد إحداثيات النقطة 27 التي تحقق العلاقة 2870 - 874 . 

© لدينا النقطتان (2-,4)2,3 و(1,0-,2)5 . جذء إنْ أمكنء, في كل حالة» إحداثيات النقطة 1/4 
المحلفة للعادة لتر 
© 248 ح مز © هلز ع فارز 
©ه 18-0 +384 © 2م - قية - فز 

© أيمكن تعيين » و ( لتقع النقاط (4)2,3,0. و (8)3,2,1 و (14)6,0,2 على استقامة واحدة ؟ 

© أيمكن تعيين » ليكون الشعاعان (2)2,6,5 و (2,6-,20 مرتبطين خطياً ؟ 

© في كل من الحالات الآتية» بيّن إذا كانت النقاط 4 و8 و © تقع على استقامة واحدة. 
 800,2,4(, 4)8,-1,2 ©‏ ,(3-,0)2,0 


000-17,  8)-2,0,5(, 4)-4,13( © 
0)1,-1,-3(, 8)1,-1,4(, 40,-1,0( © 








© المسافة في الفراغ 


4 المعلم المنجانس 
نتأمّل نقاطاً 0 و7 و 7. و2 من الفراغ» ونكتب 7 


© تعريهم 3 
نقول إِنّ المعلم (0:7,7,6) معلمٌ متجانسٌ إذا تحقّق الشرطان: 
" المستقيمات (01) و (0.7) و (016) متعامدة مثنى. 
نظيم كل من 7 و7 وال يساوي واحدة الطولء أي 1 - | - |7] - |7]. 


7 مبرهنة 6 


في معلم متجانس يتحقق ما يأتي : 
© يُعطى نظيحٌُ الشعاع 7 الذي مركباته (4,5,6) بالعلاقة 
ب ثم + تمل - || 
0( وفي حالة نقطتين اورقوو لا وو الم ف (ع2 مولا وورنة) 1 ء يكون 


ار 00 و) 3 ة م ا ع ةم 2 ورم 


6 
َِّ 
|| 
الطف 
5 
3 
- 
|| 
.ها 
ما 
9 
د 
|| 
د 





© ليكن (0:1,7,8) المعلم المتجانس. ولتكن 14 النقطة التي تحقّق 014 - ٠#‏ فيكون 
+ رن + 7م - 014» لتكن 27 النقطة من المستوي (0:1,7) التي تحقق 0/7 + 7 - 027 
رن كه زد فتن 
6 + 2م - 0772 و ثم - 771/2 

ولكن المعلم متجانسٌء فالمستقيمان (7711) و (/:0) عموديان على المستوي (0:1,7) والمثلث 0271/1 
قائمٌ في 77 » إذن 

+ ثق د 2ن ع 11[ + 0177 - 0113 
ولكن |2 - /01ء إذن 2 + 2ز+ 2ملو > ||]. 
2 لدينا |[1478- 2 ومركبات 12 هي [يه- 7 مل -- زرلا : إرثة - 2 إذن استناداً إإلى 00 
تحد الخاضية المطلوية. 


في معلم متجانس (:0:7,7,1). 
# إذا كان # + ر2 -:3 ع سء كان 14/. - 12 + 2(2-) + 32ل - |7|. 
" إذا كانت (1,3-,4)4 و(2-,28)2,3» كان 

5 ك 5ل لمك تروت وسايه #ززمه قاع “روسيم 


الحساب في معلم 
(22)2:3,2 و(2 .1ح وص اتر و(2-.,2,3-)) و |--,2,2ام 





© احسب المسافات 0,472 4 ,100,410 ,010,131 . 
© بيّن طبيعة وجوه رباعي الوجوه (12801 . 


يعبات طون 


رق 


2(7-:3)عه زو ح زاس )عن 7(وسنوت) ب #قجرء أي. 2ك ج رار . 

# 2 -(2-2-) + 3-83(2)- 2(2 -2-) - 402 »: أي 4/2 - 40 . 

5 _ هك . فل , .55 5 1 1 0 1 ! 6 123/. 

د 2 ب +2 - [و- + (ه- 3+ (ه-2 | - ترم أي تكلا - رن . 
9 799 9 0 3 3 
82 - 9(3--.2-) د 81-1(2) د 9(3 د 2-) ع 802 أي. 4/95 ع 0ث. 


2 2 2 / 
8 5 (2-2-)+ 2+1)+ |2 +2 - *رقء أي تكد - ررو. 


9 9 9 9 3 3 
118 25 49 40 2 1 2 2 2 1 ' 903]إآه 
0 2 3 " 35 0 0 ل |3 0 3 0 58 0 4 


© « 80 - 40 - 48 ء فالمئلث 420 متساوي الأضلاع. 

82 - 42 و48 عد 82» فالمئلث 487 متساوي الساقين رأسه 7 وهو ليس مثلثاً قائماً لأنَّ 
7 عد 7282 + 1245 . 

* نجدء بالمثلء أنَّ كلّآ من المثلثين 407 و7072 مثلّتٌ متساوي الساقين. 

" يضاف إلى ما سبقء أنّ المثلثات 1781 و 4101 و (801 مثلثاث طبوقة. 





معادلة كرة مركزها المبدأ 
نتأمّل» في معلم متجانس (0,7,7,8)» النقطة 4 التي إحداثياتها (4-,1,2). 
© جد معادلة للكرة 5, التي مركزها © ونصف قطرها يساوي 5. 
© جد معادلة للكرة “5 التي مركزها © وتمر بالنقطة 4 . 


09 لإيجاد معادلة كرة» يمكن استعمال التعريف الآتي 1 الكرة 6 التي مركزها 00 ونصف قطرها 
7» هي مجموعة النقاط 14 من الفراغ التي تحقق 72 - 0112 . 


© الكرة 5, التي مركزها 0 ونصفُ قطرها 5» هي مجموعة نقاط الفراغ التي تبعد عن 0 مسافة 
تساوي 5. فالقول إِنّ النقطة (14)2:,7,2 تنتمي إلى الكرة 25 يكافئ القول إِنّ 5 - 2071 





5 ح ثري ب 2ن ل 2جنو 
© نصف قطر الكرة “5 يساوي 04» ولمّا كان 21 - 4(2-_) + 22 + 12 - 042. استنتجنا أَنْ 
1 ح تع ل شنو ل 4ج هي معادلة للكرة “5 . 
© احسب نظيم 7 و 7# و 2 في كل من الحالات الآتية: 
© (2,3-,2)2 و (2-,4-,72)4 و (2-,10)4,1. 
© 922-837 عدن و56 + 7 - 7 وم د37/- 01ل ح د زن. 
© فيما يأتي» بيّن هل المثلث "4860 قائم ؟ هل هو متساوي الساقين ؟ هل هو متساوي الأضلاع ؟ 
© في حالة (1-,4)1,3 و (2-,8)3,6 و (0)0,4,0. 
© في حالة (2-,4)1,3 و (1,0-,8)2 و (1-,3-,0)6. 
© لدينا النقطتان (1-,4)5,2 و(8)3,0,1 . بيّن أي النقاط 0 أو72 أو تنتمي إلى المستوي 
المحوري للقطعة [472]» في حالة (2-,2,5-)© و (3-,2)1,1 و (2)3,2,1. 


09 المستوي المحوري لقطعة مستقيمة هو مجموعة النقاط التي تبعد عن طرفيها المسافة نفسها. 

© نتأمّل النقاط (4)1,1,:/2 و (2,0/-,800/2 و © نظيرة 4 بالنسبة إلى المبدأ 0. أثبت أنّ المثلث 
486 مثلّتٌ قائم ومتساوي الساقين. 

© نتأمّل النقاط (1-,4)2,3 و(1-,8)2,8 و(1-,7,3)© و (1,3,3-)2 و(505,3,3 . أثبت أنّ 8 
و © و72 و72 تقع على كرة واحدة مركزها 4 . 











© مركز الأبعاد المتناسبة فى الفراغ 
يُعمّم تعريف مركز الأبعاد المتناسبة الذي درسناه في الصف الثاني الثانوي إلى حالة الفراغ دون 
عناء» وفي حالة نقطتين أو ثلاث نقاطء يؤول هذا المفهوم إلى الحالة السابقة إذ تجري الدراسة عندئذ 


7 تعريوم 4 


إنَ مركز الأبعاد المتناسبة © للنقاط المثقّلة الأربع (ه,.4) و(8,68) و(6,7©) و(2,85) حيث 
0 د م8 + + + 0 + مء هو النقطة الوحيدة © التي تحقق العلاقة 
- طعة + 660 + 868 + 6ه 





إنّ إثبات وجود ووحدانية النقطة 6» مماثلٌ تماماً لحالة ثلاث نقاط. كما إنّ براهين المبرهنات 
الآتية ممائلة لتلك الموافقة للمبرهنات التي رأيناها في وحدة مركز الأبعاد المتناسبة العام الماضي. 


© مبرهنة 7 


ليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة الأربع (©,.4) و(8,,8) و(0,7©) و(2,6) حيث 
0 ع م + به + 8 + بمء عندئذء أيآً كانت النقطة 14 »: كان : 
6 + + 8 ده ) - طازة + 110+ + 813/8 + ماله 


”مرا حمس 
ضح هلاحظة: عندما نقول إِنّ © هي مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط مثقّلة» فإنَّ قولنا هذا يفترض أنَّ 
مجموع المعاملات أو الأمثال لا يساوي الصفر. 
7 مبرهنة 8 0 
ليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة الأربع (©,4) و(,28) و(7,©) و(2,5) حيث 
0 عد + + + 8 + وء» عندئذء إذا كان 7 مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط منها مثل 


و(1(,6). 


5992 علاحظة: إذا كانت 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (يهبك) و(8,6)ء وكانت 2 مركز 


الأبعاد المتناسبة للنقطتين (-,©) و(2,5)» كانت © مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8 + .ه,2) 
861+ بكراء 





مركز ثقل رباعي الوجوه 


ليكن 4707 رباعي وجوهء وليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
(4,1) و(8,1) و(0,1) و(2,1). لتعيين موضع 6». نستبدل» على 
سبيل المثالء» بالنقاط (4,1) و(2,1) و(6,1) مركزها “© وهو مركز 
ثقل المثلث 486 . واعتماداً على المبرهنة ٠.8‏ 6 هو مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقطتين (67,3©) و(2,1)» إذن تُحقّق © العلاقة 
20 - 66 

شَمّى النقطة © مركز ثقل رباعي الوجوه 48072 . وهي تقع على القطعة المستقيمة [6/2] التي 
تسمى المتوسط المرسوم من 7 لرباعي الوجوه وتقع في نهاية الربع الأول من هذا المتوسط من طرف 
”3 





9 نرى بإثبات ممائل أنَّ © تقع في نهاية الربع الأول من كل من المتوسطات المرسومة من / 
و8 و0 أيضاً. فالمتوسطات الأربعة لرباعي الوجوه تتقاطع في نقطة واحدة هي 6. وهي تقسم كل 
متوسط بنسبة 4 : 3 من جهة الرأس. 


إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة 


ر1) 85ل رباعي وجوه مركز ثقله 6©. 7 منتصف (اكلم]ء ل 
منتصف [90]. أثبت أنَّ 7 و /7. و © تقع على استقامة واحدة. 


يمكننا أن نثبت مثلاً أنّ 6 هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين (7,0) 
و(0,8). 


لمّا كان 6 مركز ثقل 4807 » فهو إذن مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,1) و(6,1) 
و(2,1). ولكنَ 7 منتصف [47]» هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,1) و(2,1). و5. هو 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (2,1) و (0,1). واستناداً إلى الخاصّة التجميعيّة» النقطة © هي مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (7,2) و(7,2). فالنقاط 7 و 2. و © تقع على استقامة واحدة» وتكون © في 





منتصف [17]. 








7 وه 
9 مخز 
نستنتج من هذا التمرين أنَ القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفي كل حرفين متقابلين في رباعي 
الوجوه» متناصفة ونقطة التقائها هي مركز ثقل رباعي الوجوه. 
إثبات وقوع نقاط من الفراغ في مستوٍ واحد 

7 مكعب. أثبت أنّ النقطة 72 المعرفة بالعلاقة 

1-6 04 ند 019 - 241 

تقع في المستوي (7060). ارسم النقطة 2 . 





9 لإثبات أنَّ نقطة 7 تنتمي إلى مستو (2006)» يكفي إثبات أنَّ 
هي مركز أبعاد متناسبة للنقاط (,28) و (6,8) و(6,7). 
الحل 

* لإثبات أنَّ 76 هي نقطة من المستوي (200)»: نبحث عن علاقة بين الاشعة 11 و )1 و 0/. 
باستخدام علاقة شال» تكتبُ العلاقة المفروضة 0 -ح ‏ 346 - 04 - 07 - 2476. بالصيغة المُكافئة : 


يلت 2 اوحة د -د 2 ابي-2323 27 الإي ددم 


0 - 316 - 3476 - لم1 - 036 - 8ع - 016 - ير 4ر2 

0 
50 9126---0 )21ح 119 

ولما كان 0 عد 3 + (2-) + 1»ء استنتجنا أن 1 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (8,1) و(2-,0) 
و(6,3). وهذا يثبت انتماء 1 إلى المستوي (8006). 
" لرسم النقطة 76 » نبدأ برسم 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (6,3) و(2-,0)» إذ تُكتب العلاقة 
0 - 2:6 - 36 بالصيغة 266- ح ,67 فنرسم 5 على امتداد [006©] على أن تقع © بين 0 
وآ وتُحقّق 900 ح ,[6). 
وأخيراً نرسم 5 » مركز النقطتين (8,1) و (1,1)» أي منتصف القطعة [,81]. 


0 ماذا يفيد مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة في الفراغ ؟ 
" يفيد في إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة. 


يفيد في إثبات وقوع نقاط في مستو واحد. 





0 بالاستفادة من المعلومات المبينة في الشكل المجاور» عيّن 
الأعداد الأربعة 4 و6 وه و0 ليتحقق ما يأتي : 
© 2 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (ه,4) و(2,0). 


© 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8,5) و(6,2). 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة 





(©بك) و (8,5) و (0,6©) و (10,0). 
© عين مركز تقل المثلث 4280 » في حالة (1,2-,4-)4 و(2,1,0-)8 و(5-,0)6,3. 
© لدينا ثلاث نقاط في الفراغ 4 و28 و 0. 
© أثبت وجود نقطة وحيدة 14 تُحقّق 0 - 1/6 - 3/8 + 1/14 . 
© ما القول عن 14 عندما تكون 4 و8 و© على استقامة واحدة ؟ 
© ما القول عن الرباعي 40811 عندما لا تقع 4 و2 و ©0) على استقامة واحدة؟ 
© ليكن 4801 رباعي وجوه و8 عدد حقيقي غير معدوم ولا يساوي1. لتكن 7 و2 ول وكا 
النقاط المعرفة بالعلاقات : #247 - 47 و47 - 47 و02 - 076 و 608 - ,01 . 
© أثبت أنَّ 1.16 - 8191 - 17 واستنتج أنَّ النقاط الأربع 1 و 7. و76 و./ تقع في مستو واحد. 
© ما طبيعة الشكل الرباعي ,7711 ؟ 


لوي 
09 افكار يج تمن 


"" يجري التعامل مع الأشعة في الفراغ مثلما في المستوي. 
8 إن كريف الميداواة ننسة. 
"' وطريقة الجمع نفسها. 
5" وطريقة الضرب بعدد نفسها. 
5" وطرائق الحساب نفسها. 
"ا المستقيم (48) هو مجموعة النقاط /1 التي تحقق 48+ - /43/. حيث + من 1. وهذا يتفق 
مع حالة الهندسة المستوية. 
ا وكما في الهندسة المستوية» نقول إِنّ النقاط 4 و8 و © تقع على استقامة واحدة عندما يكون 
الشعاعان 828 و46 مرتيطين يخطرا ء 








2 بي 00 3 جه جد 
عدد حفيفي / بحيث يكون 60 - 1. 





"ا المستوي (420/,) هو مجموعة النقاط 14 التي تحقق العلاقة 
06 + 248 - /471 حيث و متحولان في 15. 





"" يفيد مفهوحمُ الارتباط الخطي لثلاثة أشعّة في الفراغ» في إثبات وقوع أربع نقاط في المستوي نفسه. 
لأنّ القول « تقع النقاط 4 و و © و2 في مستو واحد» يكافئ أنّ الأشعة 478 و 240 
و42 مرتبطة خطياً. 

"" لإثبات أنَّ ثلاثة أشعة 7# و7». و” مرتبطة خطياًء يكفي إثبات وجود عددين حقيقيين 0 و( 
يُحفّقان العلاقة 07 ل 7م ح :7 . 

" إنَّ نقطة 0» وثلاثة أشعة 7 و7 و8 ليست مرتبطة خطيّاء تؤلّفُ مَعْلَماً للفراغ نرمز إليه بالرمز 
(:0:1,7,8). 

في معلح متجانس للفراغ؛ إذا كان (0,2,ه)2» كان 2م + #ن ل 2ج - 1 


لإثبات مساواة شعاعية» فككز فى علاقة شال. 











"ا فكّز بالاستفادة من أداة جديدة هي « الارتباط الخطي لثلاثة أشعّة » 
5 لإثبات انتماء نقاط على مستو واحد. 
* لإثبات توازي مستقيم ومستو. 
* لإثبات توازي مستويين. 

" فكّز في أنَّ استعمال معلم يمكن أن يكون عونا في حل مسألة» فعلى سبيل المثال» في حالة مكعب 
أو رباعي وجوهء يوجد معلم مناسب « طبيعي». 

"" لإيجاد مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط من الفراغ» يمكن استبدال باثنتين أو بثلاث منها مركزها 
بعد أن نسند إليه معاملاً يساوي مجموع معاملاتها. 


"" للتعامل مع مسائل المسافات» لا تختز معلماً كيفيًء بل» اخترء.حصراًء معلماً متجانساً. 
"" أنْ يكون شعاعا توجيه مستقيمين في الفراغ غير مرتبطين خطيآء لا يكفي بالضرورة لتأكيد تقاطع 
هذين المستقيمين» بل يجب إضافة إلى ذلكء إثبات وقوعهما في مستو واحد. 














أنضغطة 
| نشاما 1 معادلة أسطوانة ومعادلة مخروط 
69 معادلة أسطوانة 
لتكن 4 النقطة التي إحداثياتها (0,0,7) في معلم متجانس معطى في الفراغ (0:7,7,7). نتأمل 
الأسطوانة المولدة من دوران الضلع [80] من المستطيل 0/4860 حول المستقيم (/0) حيث 
3 - 8ك . ولتكن 14 نقطة متحولة من الأسطوانة» و 7 مسقطها القائم على القطعة المستقيمة [/0]. 





و لي 


© نفترض أنّ (2,:,:ه)74 . ما إحداثيات النقطة 7 ؟ أثبت أنّ إحداثيات 1/4 تُحقّق العلاقتين: 
و ع ترود قمو وى 37ج 2 0. 
© بالعكسء إذا كانت (31):,7,2 نقطة من الفراغ تحقق إحداتياتها 9 - *ن + 2م و” > :2 > 0. 
فأثبت أنّ 3 - 1177» واستنتج أنّ 14 تقع على الأسطوانة. 
النتيجة : معادلة هذه الأسطوانة هي 9 - شن + ته و7 > 2 > 0. 
© أمُِّ التقاط الآتية تقع على الأسطوانة (2)3,0,3 و (2)00/3,/6,4 و (7)1,3,1 ؟ 
© 4. جد معادلة للأسطوانة التي محورها (0,7) وقاعدتها الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها 2. 
7. أعد السؤال © +. في حالة مركز قاعدة الأسطوانة هو النقطة (0)0,8,0©. 
© جد معادلة الأسطوانة التي محورها (0,7) ومركز قاعدتها (7)3.,0,0 ونصف قطرها 0/6. 
© صف مجموعة النقاط (11):,,2 التي تحققْ إحداثياتها العلاقات 


قح “روعهك كرو و 224 2 1. 





© معادلة مخروط 


لتكن 1 النقطة التي إحداثياتها (0,0,5) في معلم متجانس معطى في الفراغ (/,0:7,7). لنتأمل 
المخروط المولّد من دوران الضلع [2076] من المثلث 0/476 حول (0/1) مع 2 ع 4/6 . 





© لتكن 3/7 نقطة من المخروط. و77 مسقطها القائم على القطعة [0]. 
مه سَ 2 1/001 2 
. أشنت أ - - كد 2 لاعت 2 8 
4 اقبت ان حي > جرم »مم 20117 - 114 
0. اكتب المساواة السابقة بدلالة إحداثيات 14 ولتكن (2,,,ه). وأثبت أته إذا كانت (2 ,ن,:ة)/1 


نقطة مق. المخروظ» كان 0 - تو شن + تي و 25 2< 0.: 





© بالعكسء لتكن (2:,7,2) 14 نقطة من الفراغ تُحقق إحداثياتها العلاقات 


4 
ا 20 02 د ا 
0 71 لد ث و 5 > 2 > 0 


أت أنه إذ1 كان 0 ع وه كان - 02 . واستنتج أنَّ تقع خلى المحروظ. لذ تفن .حالة 


2: 0 


النتيجة : معادلة هذا المخروط هي - توح - شن + ته مع 5 > 2 > 0. 


© عيّن من بين النقاط الآتية» تلك التي تقع على المخروطء مبرّراً إجابتك : 
(2,0,5) © و (2,1,5-)2 و (5)1,1,3: و(7')2,20/3,10 
© اكتب معادلة للمخروط الذي رأسه © ومحوره (0,7) وقاعدته الدائرة التي مركزها (7)4,0,0 
ونصف قطرها 3. 








تيه نردنات ومسائل 


© 010 ربرباعي وجوه. فيه 7 منتصف [472] و 7. منتصف [(01] و00) منتصف [17]. 





© املا الفراغ : 07 + ... + 42 - 02 + 48 . واستنتجٌ أنَّ 0 
8 + طم - رم + 48 0 
8 يسئط كلا عن ند 11 جد 1ل و 17ل بد 1 مد قر انتج أذ 
[21- رق د 40 
© لماذا 201 - 08 +04 و 207 - 07 + 00؟ استنتجٌ أنَّ 
0 - 00 + 00 + 08 + 04 
© لتكن 7 منتصف [42]ء واظة منتصف [80]. أثبت أنّ 1187 - )11 و 181 - [1. 
استنتج أنَّ 1171 متوازي أضلاع. 
55 00 رباعي وجوه. وضع على شكلٍ النقاط الآتية: 
© 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,1) و(8,2). 
© ,. مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (6,2©) و(2,1). 
© 72 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,2) و(6,2) و(72,1). 
© ,7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4.,1) و(2-,8). 
© 714 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(2-,8) و(1-,0). 
© 77 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(2-,8) و(1-,6) و(2,1). 
(( في المقلات الآتية» بِيّن الصحيح من الخطأ معللاً إجابتك. 
© 486 مثلّتُ. مهما كانت 7 من الفراغ كانت الأشعة 24 و 278 و 20 مرتبطة خطياً. 
© 4802 رباعي الوجوه. لتكن 7 النقطة المعرّفة بالعلاقة 0/1 + 80 + 2 - 27/4. عندئذ 





تقع 7 على أحد حروف رباعي الوجوه. 

8 تتأمل. الأشعة كر .و 0 كو كر كفترطن أن أى شعاعين منها انسا مرضطين. خطيا عندها 
تكون الأشعة 47 و 10 و 18 غير مرتبطة خطياً. 

© النقاط (4)5,1,3 و(2-,5/-,8)0 و (3,3-,3)© متساوية البعد عن (2)2,0,1. 

© النقاط (4,0,0)© و(2,0-,2)0 و(5)1,2,6 و (7)5,1,1 تنتمي إلى المستوي المحوري 
للقطعة المستقيمة التي طرفيها (2,2-,4)4 و (7)2,2,0 . 











لعل البحث مع © 





ادم سيره 


نتأمّل» في المعلم (0:1,7,5)» النقاط الآتية : 

(4)2,0,1 و (2,1-,8)1 و (5,5,0)© و (5,6-,3-)2 و (7/)83,1,2 . 
أثبت انتماء النقاط 4. و2 و © و7 إلى مستو واحد 7» وتبيّن إذا كانت النقطة 7 تنتمي إلى 
المستوي 7. 


نحو الحلَ 


0 


غير مجدٍ هنا رسمٌ شكل. إذ تكمن الفائدة الوحيدة من الرسم في العمل على إظهار نقاط تقع على 
استقامة واحدة. ولكن قد تبدو النقاط في شكلٍ فراغي على استقامة واحدة دون أن تكون كذلك. في 
حين تدعونا معرفة إحداثيات النقاط المفروضة إلى التعامل مع المسألة تحليليا. 
يتعلق الأمر بمعرفة إذا كانت النقاط 4 و28 و © و7 واقعة في مستو واحد. لهذا » نتحرّى 
وجود شعاعين غير مرتبطين خطياً من بين الأشعة 48 و 40 و 472.. 
احسا ورنات 5 عن نكر للك ر1.. 
2. استنتج أنَّ 2 و ©40» على سبيل المثال» غير مرتبطين خطياً. 
استناداً إلى المبرهنة 4» يؤول إقرار انتماء نقطة 7 إلى المستوي (480)» إلى وجود عددين 
حقيقيين 0 و5 يحققان 46 -+ 8مه - رقل . 
1. اكتب المساواة الشعاعية السابقة بلغة الإحداثيات» وتحقّق أنك ستحصل على جملة من ثلاث 
معادلات خطية بالمجهولين 0 و5 هي: 
5- ع 3 ل 1ن 
5- ع 55 ل 20 
5 - م8 
2. لحل مثل هذه الجملة من المعادلات» اختر جملة من معادلتين من هذه المعادلات الثلاث 
وحلها. هل العددان © و اللذان وجدتهما حلول للمعادلة الثالثة؟ أكمل. 
3. تصرّف بالمثل مع النقطة /2 . 








© ات قتاطع مسنتيمين 


في معلم (0:1,7,8)» لدينا النقطتان (1,1-,4)3 و(1-,3-,8)3» والشعاعان ([2-,7)1,0 
و(3-,7)2,1. 4 هو المستقيم المار بالنقطة 1 والموجّه بالشعاع 7» و4 هو المستقيم المار 
بالنقطة 7 والموجّه بالشعاع 7. أثبت أنّ المستقيمين 4 و7 متقاطعانء ثمَّ عيّن 7 نقطة 
تقاطعهما. 


9 نحو الحل 


0 


8 


ليس مفيدآء هناء رسمٌ شكل بالنقاط والأشعة والمستقيمات المفترضة. إذ قد يبدو مستقيمان في 

الفراغ متقاطعين» دون أن يكونا كذلك» لأنهما غير واقعين في مستو واحد. 

يتعلّق الأمر بإثبات تقاطع مستقيمين من الفراغ» إذن يجب إثبات أنتّهما غير متوازيين ويقعان في 

مستو واحد. وتدعونا معرفة إحداثيات النقاط ومركبات الأشعة إلى التعامل مع المسألة تحليليا. 

1. أثبت أنّ # و7 غير مرتبطين خطيا. 

2. ما قولك بشأن المستقيمين 7 و 'م؟ 

يبقى إثبات وقوع المستقيمين 4 و0 في مستو واحد. المستقيم 2 /ر 

4 والنقطة 7 يعينان مستوياً 2 طالما 8 لا تقع على 0. 

فلإثبات أنَّّ 4 و4 يقعان في مستو واحدء يكفي إثبات أنَّ 1 

الأشعة 42 و # و7 مرتبطة خطياً. 

1. تحقق, بذكر المبرهنة ذات الصلةء أنّ المسألة تؤول إلى إثبات وجود عددين حقيقيين 0 و( 
يحقّقان 09 + 7م - 48 . 

2. اكتب المساواة السابقة بلغة الإحدائيات» فتحصل على جملة من ثلاث معادلات خطية 





3. اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليهاء ثم حل الجملة المؤلّفة منهما. أيكون 
العددان الحقيقيان » و ٠‏ اللذان وجدتهما حلولاً للمعادلة الثالثة؟ أتمخ. 

لحساب إحداثيات (7):,7,2» نقطة تقاطع المستقيمين 0 و“0. نسعىء بالتعامل شعاعيآاء إلى 

التوثّق من أنّ 7 تقع على كل من 4 و '0. 

1. تحقّق من وجود عددين حقيقيين ه و6 يحققان 8ه - 41 و68 - 81 . 

2. اكتب هاتين المساواتين بلغة الإحداثيات لتستنتج © و7 ومن ثمَّ إحدائيات النقطة 1. 








النوازي في الفراخ 


لنتأقل المكعب 47072270:77 . النقطة 7 من الحرف [7©] تُحقّق 
المساواة 170 - 27» والنقطة 7. من [80] تحقّق المساواة 
0خ - 87. أثبت أنَّ المستقيم (27) يوازي المستوي (.76). 

9# نحو الحلّ 

#4 الا يُظهرُ الشكل مستقيماً من المستوي (7067) موازياً (777). إذ لو كان مستقيمٌ من المستوي 
(8067) موازياً (877)» لتأكّد لنا أنَّ المستقيم (777) يوازي المستوي (2706.7). لنفكز إذن بالتعامل 
مع المسألة تحليلياً. نختار (/4:48,.42,.4) معلماً للفراغ» لأته من السهل تعيين إحداثيات نقاط 
الشكل في هذا المعلم. عيّن في هذا المعلم إحداثيات النقاط 17 ,6,8,7,1 . 

لإثبات أنّ المستقيم (777) يوازي المستوي (7707)» باستعمال الأشعة» يكفيء على سبيل المثال» 


إثبات أنّ الأشعة 777 و 76 و 27 واقعة في مستو واحد. 





1. أثبت أنَّ هذا يقودنا إلى إثبات وجود عددين حقيقيين ‏ و, يُحقّقان 
1/77 _ 170 7 1 

2. اكتب هذه المساواة الشعاعية بلغة الإحداثيات : ستحصل على جملة من ثلاث معادلات 

2. اختر اثنتين من المعادلات الثلاث التي حصلت عليهاء ثم حل الجملة المؤلّفة منهما. هل 
العددان الحقيقيان # و7 اللذان وجدتهما حلول للمعادلة الثالثة؟ 

/ أنجز الحل واكتبه بلغة سليمة. 

حل آخر 

فيما سبقء لم نسعَ إلى إظهار مستقيم في المستوي (76.7) يوازي (777)» فلجأنا إلى التعامل مع 

الإحداثيات. ولكنّ دراسة تقاطع المكعب مع المستوي (7067)» تظهرُ مستقيماً من هذا القبيل. 

المستويان (7207'6) و (472)0) متوازيان» والمستوي (7706.7) يقطعهما بفصلين مشتركين متوازيين. 
من 78 - 1,؟ أثبت ك0" 

2 هياذا تستنتج امات المستقيمين (827) و(2/72)؟ وكذلك ديات المستقيم (277) والمستوي 
(8767) ؟ 








7 مكعب. 11 و7 و2 ثلاث نقاط من الأحرف 
[477] و [7] و [76] بالترتيب؛ كما في الشكل المجاور. يطلب 
إيجاد مقطع المكعب بالمستوي (11772). 





99 نحو الحل 


0 


8 


نريد تعيين تقاطع المستوي (14772) مع وجوه المكعب. ولكن بِمَ نبدأ؟ نعلمٌ أنه عندما يقطع 

المستوي (11772) وجهين متقابلين من المكعبء وهما في مستويين متوازيين» يكون الفصلان 

المشتركان الناتجان متوازيين. 

1. أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع (11777) ويوازي (1177)؟ 

2. أي وجه من وجوه المكعب يتقاطع مع (1177) ويوازي (272)؟ 

3. أيَّ وجه تختار إذن لتتعامل معه؟ 

لنبدأء على سبيل المثال» بالبحث عن تقاطع المستوي (3/12727) مع الوجه (70071). لإيجاد 

الفصل المشترك لهذين المستويين» يكفي إيجاد نقطة مشتركة بينهما. لنبحث إذن عن نقطة من 

هذا القبيل. 

1. لماذا نقطة تقاطع (277) و(27©6) ملائمة؟ ارم إلى تلك النقطة بالرمز 0. 

2. المستقيم المار بالنقطة © موازياً المستقيم (1177)» يقطع (006) في 7 ويقطع (70) في 
5 حدّذ الفصل المشترك للمستوي (11772) والوجه (770077). 

1. لماذا يفيد المستقيم المار بالنقطة 5, موازياً (217)ء في تحديد الفصل المشترك للمستوي 
(11875) والوجه (4801)؟ لتكن 7 نقطة تقاطعه مع [47]. 

2. ما الفصل المشترك للمستوي (31777) مع كل من الوجهين (200©017) و (177777 )؟ 


أ أنجز الحلٌ الآخر واكتبه بلغة سليمة. 





5 


7 هرح رأسه 7 وقاعدته مربع. [87] عمودي على المستوي 
(480)ء 4/2 - وبع و4 - هىم. 134 نقطة من القطعة [(7777] 
تُحقّق 28 - 3234. لتكن 2 المسقط القائم للنقطة 14 على المستوي 
(480) و 2 المسقط القائم للنقطة 7 على المستقيم (8/,). احسب 
طول القطعة المستقيمة [1/77]. 











99 نحو الحلَ 


2# تدعونا مختلف أوضاع التعامد والتساوي في الشكل إلى التعامل تحليلياً مع هذا التمرين. يحضرناء 
هناء المعلم المتجانس (8:1,7,6) حيث 47 - 84 و 47 - 80 و 40/21 - (81 . 
1. جدء في هذا المعلم» إحداثيات كل من النقطتين 72 و8 . 
2. حدّد إحداثيات النقطة 11 . 

7 هي المسقط القائم للنقطة 14 على المستوي ((4201)» فتستنتج إحدائيات 2ء بسهولة» من 
إحداثيات النقطة 14 . وبالمثل» تستنتج إحدائيات النقطة 7 من إحداثيات م. 
1. حدّد إحداتيات كل من النقطتين 2 و [82م. 
2. احسب طول [11427]. 





منتصفا كلا و|010)]. و// و"'ر ذه نقطتان 4 تحقّقان» العلاقتين: 


4 - 48 و 80م - 87 . وأخيراً 57 هي منتصف [217]. 





أثبت. أن 7 و 7. و7 تقع على استقامة واحدة. 


9 نحو الحلَ 
# نهدف إلى إثبات وقوع ثلاث نقاط من الفراغ على استقامة واحدة. تدعونا الفرضيات التي تحدد 
نقاط الشكل إلى استعمال مركز الأبعاد المتناسبة أداةً للإثبات. يكفي إذن» على سبيل المثال» 
إثبات أنّ 77 هي مركز أبعاد متناسبة للنقطتين 7 و /.. وقد أسندنا إليهما ثقلين مناسبين. 
1. تيقّن أن 25 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (» -4,1) و(2,4)» وأنَّ 7 هي مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4 -8,1) و(0,0). 
2. بالاستفادة من الخاصة التجميعيّة» أثبت أنّ 77 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4 -4,1) 
و(ه -8,1) و(20,0) و (10,0). 
3. استنتج أنَّ النقاط 7 و /,. و75 تقع على استقامة واحدة. 








قُدُمأ إلى الأماء ©6 
ا( 4 و2 و0 ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة من الفراغ. و و8 تقطتان تحققان: 
28 - 425ة و3068 - 8ق . 
© أثبت ل ا رو رت ا قار و 
© لتكن 7 منتصف [(07©] و7. منتصف [87]. اثبت وقوع 4 و7 و/. على استقامة واحدة. 
0 ممه رباعي وجوه. و8 وم و © هي نظائر 4 بالنسبة إلى منتصفات [200] و[(21] 
و[722] بالترتيب. 
© أثبت أنّ 77 - 460 و 8م - 40 . 
© استنتج أنّ للقطعتين [/27] و[78] المنتنصف نفسه. 
© أثبت أنَّ المستقيمات (87) و (77) و (06) متلاقية في نقطة واحدة. 
9 ددضا رباعي وجره. و2 هي نظيرة 4 بالنسبة إلى '0©. وم و © هما النقطتان اللتان 
تجعلان 788017 و 71040 متوازيي سدم 
© أثبت أنّ 80 + 8« + 4م - 76 . 


© استنتج أنَّ 0 + 220 - ©2» كُمّ أنَّ النقاط 8 و 0 و2 و © تقع في مستو واحد. 


ا نتأمّل في معلم [ 0:7,7,8) النقاط (4)3,2,1. و (8)1,2,0 و (2-,0)3,1. 

8 أنيت أن التقاط. قر و :2 و :6 ليست على استقامة واحدة: 

© عند أية قيمة للوسيط +7 تنتمي النقطةٌ (11),1,3 إلى المستوي (21780/)؟ 
© ما العلاقة بين :ه و,؛ لتقع النقاط 4. و28 و © و(2):,7,3 في مستو واحد؟ 


ا( جموعةنتاط 


ل ا ا الا لا 
© أثيت ت أن النقاط (7,1,0)/ و (8)5,0,0 و (0)2,0,1 قت ف إن المصرعة ن. 








© ه. أثبت أنّ مركبات الشعاح 711 هي (32,1,2 - 21) . 
. استنتج أن 6م + مهن - 81/1 . ماذا يمكنك أن تستنتج من ذلك؟ 
© بالعكس» أثيت أنَّ أية نقطة (2,:.: ) 14 من المستوي م تحقق المعادلة: 


) - 5 - ع3 -+ 2 - زر 








©©2 نتأمَّل في معلم 61 المستقيم 7 المارّ بالنقطة (4)2,0,5 والموجّه بالشعاع 
(1-,2,5)» والمستقيم “04 المارٌ بالنقطة (1-,2)2,2 والموجّة بالشعاع (2)1,2,1. هل 0 و'0 
متقاطعان؟ في حالة الإيجاب» عيّن نقطة تقاطعهما. 






0 ليكن ٠‏ عدداً حقيقياً» ولنتأمّل النقاط الثلاث (3-,4)3,1 و(3-,1,5-)8 و (1,1,0-)0©. أثبت 


أن المثلث 480 متساوي الساقينء أيَآً كان ©. أيمكن أن يكون متساوي الأضلاع ؟ 


نتأمّل النقطتين (4)2,1,0 و (1,4,2-)8 . 


© أوجد نقطةً متساوية البعد عن 4 و2 . 

© أوجد العدد الحقيقي ١‏ الذي يجعل النقطة (1,1,2)© متساوية البعد عن 4 و . 

© أثبت أنَّ « (34):,1,2 نقطةٌ من المستوي المحوري للقطعة [48] » إذا وفقط إذا تحقّق الشرط 
« 0 م ل ج22 - ريق - :32 ». 


نتأمّل النقاط (4)2,3,0 و (28)2,3,6 و (1,2-,1/)4. نهدف إلى حساب بُعد /3 عن المستقيم 
(48). 

© أثبت أنّ 14 لا تقع على المستقيم (47). 

© أثبت أنّ لكل نقطة 7 من المستقيم (42) إحداثيات من النمط (2,3,2). 

© احسب 1472 بدلالة ع. 








© عند أية قيمة للعدد 2 يكون 71472 أصغر ما يمكن؟ حدّذ إذن بُعد 1/1 عن (48). 
© المسانات وحجرهرم 

0 و7 عددان حقيقيان موجبان يُحققان 0 < 70 < 7. نتأمّل 

النقاط (4)0/3,3,0. و (8)0,6,0 و (11)0,6,70 و (77)0,0,7 في 

معلم متجانس [,0:7,7). عيّن 77 و ”7 ليكون المثلث 11427 

قائماً في 4 وحجمُ المجسّم 4081/77 يساوي 50/3. 











(([© نتامر رباعي وجوه (417001 » ونقطتين 77 و 7 معرفتين وفق 1 - 15 و2482 - 7 
أثبت أنّ 6» مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,3) و (1,©) و(2,2)» يقع على [71]. 
ثُمَ عيّن النقطة © على [57]. 





6999 نتأمل رباعي وجوه نيونت ار ل معرفشن ون 271 1-2 و رن جح أن 
أيمكن. أن تنطيق. إحذى التقطتين. 1 .و ز. على. الأخرى؟ 
© أثبت أنهء أيآً كانت النقطة 34 من الفراغ» كان : 
7ا- - قيزد - ناز و [11- - طيزه - 1/16 
© جد مجموعة نقاط الفراغ 3 التي تحقق: 


- 110 - قلط - شلذة | - |طلة + 310 + لذ | 


لدينا في معلم متجانس ( 0:7,7,8) النقطتان (1,2-,4)2. و(2-,2,1-)2 . نقرن بكل نقطة 
(2 ,ن#,نه)14ء من الفراغ» المقدار 1187 + 1142 ع (11)] . 
0 احسب (14)/ بدلالة 2 وان وجع. 
© أثبت أنَّ مجموعة النقاط 14 التي تحقّق 18 ع (11)/ مؤلفة من نقطة واحدة. 
© أثبت أنَّ مجموعة النقاط /1 التي تحقّق 30 ع (11)/ كرةٌ مركزها 0. أوجد نصف قطرها. 
© أثبت أنَّهه وفق شرط على العدد الحقيقي 7#» مجموعة النقاط /1 المحققة للعلاقة م ع (/11)/ 


هي كرة مركزها 0. 


نتأمّل رباعي الوجوه (82)1 ل رباعي وجوه. 


© 11 نقطةٌ من الحرف [40]. جد مقطع رباعي الوجوه بالمستوي المار بالنقطة /73 موازياً 
للمستوي ((1701). 

© 7 نقطةٌ من الحرف [47]» و7. نقطةٌ من المستقيم (07)» 
و1 نقطةٌ من المستقيم (20). عيّن مقطع رباعي الوجوه 
بالمستوي (1712). 

© ,12 نقطةً من المستوي ((4727). أوجد مقطع رباعي الوجوه 
بالمستوي (1271) . 














نتأمّل مكعباً 18017171706117 » والنقاط 1 و 7. و1 و12 منتصفات [47] و [©9] و [770] 


و[4] بالترتيب. والنقطة 714 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,1) و(6,1) و(2,1). 
© أثبت أنّ 14 تنتمي إلى | 17] وعيّن موضعها على هذه القطعة. 
© أثبت أن 14 تنتمي إلى 171 ] وعيّن موضعها على هذه القطعة. 


© استنتج أنَّ 7 و 7. و7 وآ تقع في مستو واحد وعيّن طبيعة الرباعي 11,716. 





الجداء السَلَمي في الفراغ 


الجداء السلمي يذ المستوي (تذحكرة) 
© الجداء السلمي سي الفاغ 

9© التعامد يذ الفاغ 

المعادلة الدرحكامرتية لمستو 

















الجداء السلمي للأشعة مفهوم حديثٌ نسبيأء يعود إلى القرن الثامن عشرء ولقد 
ظهر في الفيزياء قبل الرياضيات للحديث عن عمل قوّة تنتقل على مسارء ثم دخل 
علم الهددسة ليعطي أداة هندسية إضافيّة إدراسة التعامد والإسقاط القائمء 
وسرعان ما تطوّر وأصبح أكثر تجريداً على يد رياضياتيين من نهاية القرن التاسع 
عشر من مثل غراسمان وهيلبرت وغيرههما. 


سنقتصر في دراستنا على المفهوم الهندسي البسيط وتطبيقاته المباشرة» ولكن 
قد يكون من المفيد أن تعلم أنّنا في يومنا هذا ندرس فضاءات الأشياء التي يمكن 
تعريف جداء سلمي علهاء جداء سلمي لتوابع وجداء سلمي لكثيرات حدودء 
واسقاطات قامةء يفيد هذا المفهوم في تعريف المسافة بين هذه الأشياء فأصبح من 
نهم المفاهيم الرياضياتية على الإطلاق لا له من تطبيقات عمليّة في شتى الجالات: 
من تقريب للتوابع . وحلٍ عددي لمعادلات تفاضلية وغير ذلك. 


هذا ومايزال البحث مسقراً عن تطبيقات جديدة لهذا المفهوم المهمء وربا 
ينتظرك بعضهاء فالمجال هنا ما يزال واسعاً للبحث والإبداع. 








الجداء السلمى في الفراع 


ا انطلاقة ترجاه 
الحساب في المكعّب. نهدف إلى التعبير بصيغة تحليلية عن التعامد في الفراغ. لنتأمّل مكعباً 
7 طول ضلعه يساوي 3. ولنتأمّل المعلم (,0:1,7) المشار إليه في الشكل. 





0 اكتب إحداثيات جميع رؤوس المكعب. 
© ». علل تعامد المستقيمين (478) و(76). 
. عيّن (2,,:ه) مركبات الشعاع 48 و (/2,/ن,') مركّبات الشعاع 70 . 
©. احسب المقدار ابجع + “ون + :نج . 
© ». علل تعامد المستقيمين (40) و(87). 
7 عيّن (2,),ة) مركبات الشعاع 46 و (/2:',1/',2) مركبات الشعاع 07 
6. احسب المقدار ابيع لد “رون لل 'نتنه . 
© 4. ارسم الرباعي 7228777 بالأبعاد الحقيقية. أيكون المستقيمان (27) و (778) متعامدين؟ 
0. عيّن (2,ن,نة) مركبات الشعاع "27 و ('/2,/ن,'ه) مركبات الشعاع 718 . 
©. احسب المقدار بع لد “رن لل انتج . 
© ». ليكن 7 مركز الوجه 876177 . ما إحداثيات 7 ؟ 
0. لتكن (2,:,ه) مركبات الشعاع 27 المحسوبة سابقاًء احسب (/2,/ن,') مركبات الشعاع 87 . 
6. احسب المقدار “مع + “سن + “نتندء ماذا تقترح ؟ 
© ©. وضع 7 على الشكل المرسوم في © 06.. 
7 لإثبات تعامد (27) و (87)» تؤول المسألة إلى مسألة في المستوي. باختيار معلم متجانس في 
المستوي (287)» أعط إحداثيات نقاط الشكل» واحسب الجداء السلمي 27 ١‏ 82 ء ماذا تستنتج؟ 











© الجداء السلمى في المستوى (تذكرة) 
1. العبارات المخدّلفة للجداء السلمى 


0 في المستوي» الجداء السلمي لشعاعين 0 و7 هو العدد الحقيقي 
2 5 2 ب(/)1 5 
|51 - *1*|- ]5+ زاء - 5:ة 
© إذا كان الشعاعان 7 و7 غير معدومين كان 


88 - |]8١|8|»مث)8,5(‎ - 








0 |2 
حيث 6 هو قياس للزاوية الهندسية للشعاعين 7 و7. 
© إذا كانت مركّبات الشعاعين 7 و7 في معلم متجانس هي (2,1) و (/1) بالترتيب كان 
“رون ل انوج ح ( ١‏ 1 
© إذا كان /72© هو المسقط القائم للشعاع 67 على المستقيم (47) ور 2 , 
هت كك ا 
8 . "0 - 48م 6012١‏ 28 لكك 5 


1 اللعامد والمسافة 


7 مبرهنة وتعريم 1 
القول إِنّ الشعاعين 7 و 7 متعامدان» يعني أنّ جداءهما السلمي معدومٌ: 0 - 7٠7‏ . وهذا يُكافئ 
في معلم متجانس أنّ 0 ح "سن + 'تنه حيث (7,ه) و(17,') هي مركبات الشعاعين 7 و7 
بالترتيب. 
ومن جهة أخرىء لمّا كانت الزاوية الهندسية بين الشعاع وذاته تساوي الصفر استنتجنا أَنْ 
»7١#- ||‏ وعليه» في حالة نقطتين 4. و8 في المستوي يكون لدينا 482 - 4 ١‏ 4 . 





7 مبرهنة 2 


في معلم متجانسء» بعد النقطة (4)0,2 عن المستقيم 7 الذي معادلته 0 ع + روم + :هه 
000 لس سن " 


707 20+ تمل 








الشعاع (7)0,5 شعاغٌ ناظم على المستقيم 4» وبوجه خاص 0 عد 7. 
لنرمز 40,37 إلى المسقط القائم للنقطة 4 على 7» المسافة 
المطلوبة هي /4.4.. ولكنّ الشعاعين /44 و 7 مرتبطان خطياً إذن 
امل . + تمل - نمه |8[١‏ - أأمم .8 م 
ولكنَ مركبتي الشعاع /41. هما (8 - 4,8 - /0) إذن 
08- يمه - "هط لد يمه ع (8 - '5)8 + (ه - و)ن ح /4 م ٠‏ 


0 + 58 + يمه)- ع قلق + 68 + يمن) ٠ن‏ ل "68 ل أبمم - 
222 سسسلققه 
0 


ِذّ استفدنا من وقوع النقطة (/4/)0/,8 على 4 لنستنتج أنّ 0 -م + '58 + /40. وبالتعويض في (*) 
نح المياواء المطاري 


7ن لجر الحسابات باستعمال الجداء السلمى ؟ 
" أياآً كانت الأشعة 7 و7 و7 والأعداد الحقيقيّة م وه كان 
0 7 - 700 © 72.205 + 72.23 ح و( + ).7 


7 
© (2-07)مه ح (08) ١‏ (2ه) © 7065 + ض. 2 ح نر( + ن) 











جب 


" لا يحقق الجداء السلمي جميع خواص ضرب الأعداد» فمقلاً > 00 8 تاتحدى: 10 > 0 : 
ولكنّ المساواة 7١7 - 7٠07‏ ثكافئ 0 - (7 - 7.)7 أي إِنّ الشعاعين 7 و - 7 متعامدان. 
لوا جيق بحسب 1 31 عدفرها كو 110 3 بوط خا 
" إذا كان الشعاعان مرتبطين خطياً ولهما الجهة نفسها كان |7||||] - 702. وإذا كانا متعاكسين 
بالجمة كان [1]7]- - 7-7 . وفي جميع الأحوال ]| - |7-2|. 


44 
قطويق وتم 
4ه 


5 علاقة الكاشي: 4 ومهعع25 - ثم ب كم ح عن 





2 
" مبرهنة المتوسط: 0 #بررد - ثم ب 2ن. 


" في متوازي الأضلاع: مجموع مربعات أطول الأضلاع يساوي مجموع 
مريحي طولي القطرين. 








186 مثلّث قائم في 4» و/1/ منتصف [2]820» و7 موقع 7 
الارتفاع المرسوم من 4 . ليكن 7 و/1 المسقطين القائمين للنقطة 57 حمر 
77 على [428] و [20.ى] بالترتيب. 

أثبت تعامد المستقيمين (471) و (1)1). 0 سداد 


سنستعمل الجداء السلمي. لإثبات تعامد المستقيمين (/41) و (11)» نبرهن أنّ 0 - ,161 ٠‏ /11.. لما 





كات 0 ميف 507 كد [40 + هما - /1ه لنحسب إذن 1 ٠‏ 48 وبل ٠‏ 40 . 
بالاستفادة من المسقط القائم على (48) نجد: م .48 ع مع . 48 ح رز . 8م 


وبالاستفادة من المسقط القائم على (40) نجد: 2 40٠١42‏ ح ,41 ٠‏ 40 ح بلي . 460 
إذن 
| لله ٠ 84+ 40 ١‏ ههج - إنلها : 40 + بلكل ٠‏ ظ4 |< - بلكل ١‏ /41 
0 - 1ه .280 - 18 48[١‏ - 246 - 


لأته استناداً إلى الفرض (477) عمودي على (20). ومنه تعامد المستقيمين (411) و (121). 


© (1-,2)2 و (1,3-)72 و (10)5,2. 
© أعط في الحالتين الآتيتين معادلة المستقيم المار بالنقطة 1 والعمودي على المستقيم 0 : 
© (4)5,3 و0 5 و5 + 2 : 0. © 1,2-)4 و0- 2 + و3 -ن : 0. 
© أثبت في حالة أربع نقاط 4 و8 و © و2 من المستوي أنّ: 
ثم - 2مس + 02م - 82م - جرم . 240 
© أعط في الحالتين الآتيتين بُعد النقطة 4 عن المستقيم 0 : 
© 2,4-)4 و 5-0‏ سن + 22 : 0. © 2,2/--)4 و 1-0 - يق3 - بدأ : 0. 








© الجداء السلمي في الفراغ 


فيما يأتي نفترض أننا اخترنا في الفراغ واحدة للطول. 


2. تعريف 


© تعريوم 2 

في الفراغ» الجداء السلمي لشعاعين 7 و7 هو العدد الحقيقي 

| “| - 1*|- “+ هزع - ة:ة 

9 لاحظ أنّ شعاعين يقعان بالضرورة في مستوء أي إذا 
تلن تالت اط 1 1 0 يشت بكر لوم 
و40 - 7» فيوجد على الأقل مستو 7 يحوي النقاط 4 و78 
و 2©» وتكون واحدة الطول في 72 هي نفسها في الفراغ» وهكذا 
يتفق تعريف الجداء السلمي للشعاعين 48 و40 في الفراغ مع تعريف الجداء السلمي لهذين 
الشعاعين في المستوي 2 . ينتج من ذلك أنّ العبارات الآتية للجداء السلميء التي جرى إثبات صحتها 
في المستوي» تبقى صحيحة في الفراغ: 

"" إذا كان » قياساً للزاوية الهندسية للشعاعين # و2 كان |81١|2|©050‏ - 702. وعلى 


. 48 ٠ 48 - ]|48|  - 482 وجه الخصوص‎ 


"" واذا كانت 77 هي المسقط القائم في المستوي 7 للنقطة 
© على المستقيم (478) كان 


١8 - هم‎ ٠ 46 ع‎ 48 ١ 48 





فلار ان يي برا اس 


7 مبرهنة 3 


نفترض أنّ مركبات الشعاعين 7 و2 في معلم متجانس هي (2,1,2) و ('21/,2) بالترتيب» 


٠بدعذه‏ / / / ةد اعم 
عنديد: مم د رون + :20 - 1 ١‏ 11 . 








نم بد شن + 2ج - ]2 و 2ب 2ن د تنس - لذ 


تم جم + تن دن + تثكم + م) - |2 + 8| 
و2 د “رورو2 د ابروو2 عد ذاو عد انو عد #ابو عد شو د 2و ل فخ 7 
إذن 
'رورع سد “زور لد انويع ح [ ١‏ 11 
تفيد المبرهنة السابقة في إثبات صحة قواعد الحساب التي تُمائل نظيراتها في المستوي دون عناء. 
المبرهنة الاتية تلخص هذه القواعد: 


7 مبرهنة 4 


أي كانت الأشعة 7# و2 و©6 والأعداد الحقيقيّة 4 وم كان 

2 7 - 700 © 2.6 +7208 ح ون + ).0 

© (6-07)مه ح (697) ١(ثته)‏ © 7005 + .7 ح نم1١(‏ + )ا 
الإثياوتم 


متروك تمرينا للقارئ. 


حساب جداء سلمّي دون مَعلّمِ 


00 480010 رباعي وجوه منتظم. كل وجةه فيه ملرث متساوي الأضلاع طول ضلعه 0. أاحسب 


. و242ى .48 و4272.02‎ 48٠.6 
مكعب. طول شاعة نو أحببب. .2م و ارم طق بن ج6لء قر‎ 171678 
. 40 و270‎ 


© أيلآء لدينا - دهن ث” - 1810ومه 410 ٠‏ ظا - 410 ٠١‏ 8ل 
2 يدا يذ اد ا اك 
وبالمتل - 42 ٠‏ 18 . وأخيراء لآنّ 0 -- 47 - 07 استنتجنا أن 
(40 - صم). قم - ص0. 8م 





2 2 تتم نكم انجكتكم بت 


- 48م‎ ٠ 42 - 48.40 - 2-5 - 


© ه لأنّ 7 هي المسقط القائم للنقطة ‏ على (417) استنتجنا أنْ 
اه شماهلا - ممءقه 

ولأنَ 88 -ح 0727 وكىل هي المسقط القائم للنقطة 8 على (4/1) 

استتتجنا أنّ 2ه - 48 ٠.‏ 48 - 88 . 8 - 08 . 48 . 

ولأنَ 77 هي المسقط القائم للنقطة © على المستوي (4777). و 8 هي المسقط القائم للنقطة 77 

على (48) وجدنا 2م - 8م . 8م - قم . لم - 46 . ل . 





#ا وأخيراً 0 - 8ه ١‏ لم - 80 ١‏ 478 . 


حساب جداء سلمّي في مَعَلَّمِ 


تُعطى في معلم متجانس [0:7,7,5) النقاط (4)1,0,0. و (2)0,1,0 و (0,0,1)© و (12)0,2,0 
و(5)1,1,1. النقطة 14 هي منتصف [48]. احسب ©4 ٠‏ 48 و 48 ٠‏ 48 و 011 ٠‏ 078. 
© مركبات الشعاعين 48 و 40 هي (1,1,0-) و (1,0,1-) بالترتيب إذن 1 - 40 ٠‏ 48 . 
« مركّبات الشعاعين 42 و 47 هي (1,2,0-) و (0,1,1) بالترتيب إذن 2 - 42 . 48 . 
# لما كان (14)1,1,0 استنتجنا أنّ مركبات الشعاعين 078 و 014 هي (1,1,1) و (1-,2,1) بالترتيب 
إذن- 0 - ٠01/1‏ 077. 


نه تدوية 

تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (0:7,7,7). 
© (2,/3,0/. + 201 و (1-,2,0/د - 2)1 و (3,1/-,170)0. 
© 5-22-2 و ةا و (10)1,0,1. 

© إذا علمت أنّ نظيم 7 يساوي 5 ونظيم 7 يساوي 3 وأنّْ 4- - 7١7‏ فاحسب المقادير الآتية: 
© ).نت © (-)- 9 
© 0-2-3272 © (2.)0-32 + ن)) 

© نتأمّل هرماً 5-4807 قاعدته مرّبع ورأسه 5.. وطول كل حرف من حروفه وأضلاع قاعدته 
يساوي 0. احسب 54-28 و50١5‏ و40 .524-١‏ 

© 41802171011 مكعب طول ضلعه 0. فيه 7 منتصف [57] و 7 


..717 ٠١ 17 و‎ 171 ٠ و لآ‎ 191 ٠ 07 و‎ 11 ١ 70 و‎ 171 ١ 1 














© التعامد فى الفراغ 
83 الاشعةالمعامرة 


7 تعريوم 3 


# في الفراغ» يتعامد شعاعان 7 و2 إذا وفقط إذا كان 0 - ١0‏ 7. 

#ا وهذا يعني أنّه في حالة 0 د 48 - 7 و ع 02 - 7 فإنّ تعامد الشعاعين 7# و 7 يُكافئ 
تعامد المستقيمين (47) و((07). 

"ا وأنّه إذا كان (2,:,:ه)7 و (/2):,1/,2 في معلم متجانس فإنّ تعامد الشعاعين 7 و 7 يُكافئ 


0 ح اوو سد رون عد أروج . 


7 تعريوم 4 


تعريفء القول إِنَّ الشعاع غير الصفري 428 شعاع ناظم 8 


على المستوي 2 يعني أنّ المستقيم (47) عمودي على 
م. أي يكون 0 عد 7 شعاعاً ناظماً على المستوي 7 إذا 


وفقط إذا كان منحاه عمودياً على 72. 





ليكن 0 مستقيماً شعاع توجيهه 7» ولتكن 4 نقطة من 7. المستوي 2 العمودي على 0 في 
هو مجموعة النقاط 14 التي تحقّق أنّ المستقيم (414) عمودي على 7 (بالإضافة إلى 


النقطة 4 ذاتها). إذن 2 هو مجموعة النقاطا 14 التي 01 

تحقّق أنّ الشعاع 14 عمودي على 7. فالشعاع 7 هو " 

وعليه: 

المستوي المار بالنقطة 4 ويقبل 7 شعاعاً ناظماً هو مجموعة النقاطد 147 التي تحقّق 
١7 - 0‏ 414 . 











لكا تكريما للفهم 
_- لحساب 16 ١‏ 48 يمكن استبدال المسقط القائم للشعاع 460 على مستو يحوي (47) بالشعاع 46 . 
لنفترض أنّ 4. و8 نقطتان من مستو 7» والنقطة © لا تنتمي إلى المستوي 7. عندئذ يوجد 
مستقيم وحيد عمودي على 7 ويمر بالنقطة ©. يقطع هذا المستقيم المستوي 7 في نقطة 20» نسميها 
المسقط القائم للنقطة 0 على المستوي 7. ويكون 
6 .48 + أ40 .48 - (0'0 + أ40). 8م - 46 ١‏ 48 
ولكنّ المستقيمين (48) و (007) متعامدان» إذن 0 - 070 ٠‏ // 
و 6 ار قرع لكر 1ق . 





الخلاصة : لا تتغير قيمة الجداء السلّمي لشعاعين 478 و40 عند استبدال المسقط القائم للشعاع 
6 على المسكقيم (129) أو على.مستو وحري: 451 ) بالتداع 16 


2 كيف نترجم شعاعياً تعامد مستقيم مع مستو 1 0 


إذا كان الشعاع الموجّه 7 لمستقيم 0 عمودياً على زوج 
على 72. 
جيل مت الأرساء النسبية لمستويين اعتماداً على الأشعة الناظمة؟ 
ليكن ,7 شعاعاً ناظماً على مستو 2» وليكن ,7 شعاعاً ناظماً على مستو 29. 
" إذا كان ,7 و,# مرتبطين خطياً كان المستويان 2 و 2 متوازيين (أو منطبقين) واذا كانا 
غيرمرتبطين خطياً كان المستويان متقاطعين. 
واذا كان ,7 و ب متعامدين كان المستويان 2 و 2 متعامدين» والعكس صحيح أيضاً. 
تعامد مستقيمين (خاصة الأعمدة الثلاثة) 
المستقيم © محتوى في المستوي 2. والنقطة 8 هي المسقط 
القائم لنقطة 4 خارجح 72 على 2. و © هي المسقط القائم 
للنقطة 27 على 7 . عندئذ المستقيمان (4)0) و 7 متعامدان. 





ليكن 7 شعاعا موجها المسقك 24 210 هو المسقط القائم للشبعاخ )1 عي المستوي. 19+ والمستفيه 
(80) عمودي على 4 إنشاءً إذن 0 - 270.7 - ٠,‏ 40 . وهي النتيجة المرجوّة. 








تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (/,0:7,7). 


0 بيّن فيما يأتي بِيّن إذا كان الشعاعان 7 و72 متعامدين أوعيّن الوسيط » ليكونا كذلك. 





0 امقسكة (قمخ-)ة 
© (2/-2,1/ ,2/2 ,[2,1,1لح)ن 
6 (قبط-29)# ,زمة 2-2 
نك ([0)0/3,1,2 ,+2 به )0 


© نتأمّل النقطتين (5,1-,4)2/ و(7)0,2,6 . والمستقيم 7 المار بالنقطة (2.3,1-)0 وشعاع توجيهه 
8 - 7 + 4# - #. أثبت أنّ 04 عمودي على المستقيم (47). 


© أطوال الأشعّة # و7 و 7+2 هي بالترتيب 6 و8 و10. أيكون الشعاعان 7 و7 متعامدين؟ 


كلامل عام ا ل ا ا 0 بلباان تان تحاص ره 








المعادلة الديكارتيةّ لمستو 


4 . المعادلة الدمكارئية لمسئو 


© مبرهنة 5 


© لكل مستو 7 معادلة ديكارتية من الشكل 0 - 0 + يه + ,يم + هم حيث الأعداد 0 وم 
و» ليست جميعها معدومة. وعندها يكون (©7)0,5,6 شعاعاً ناظماً على 72. 





© وبالعكسء إذا أعطيت الأعداد ه وه و» و4» ولم تكن 4 و5 وه جميعها معدومة» فإِنّ 
مجموعة النقاط (2 ,نه ,نه) 1/1 التي تحقق 0 - 0 ل مه + ,6 + :ته هي مستو يقبل (7)0,0,6 
شعاعا تاظلما : 


© ليكن 2 مستوياً وليكن (7)0,5,6 شعاعاً ناظماً عليه. في هذه الحالة لا تكون الأعداد 4 وه وء 
معدومة معاً. لنختر (1,,2,)/, نقطة من 2. عندئذ يكون 27 هو مجموعة النقاط (1/):,,2 التي 
تحقّق 0 - 11/١7‏ . وهذا يُكافئ 
0 ح زمه - هاه + (ون - رهاط + (رند - نمه 
أو 
70ت ل حل يوق لك رو0 حا زورة 
وقد عرّفنا ,مم - ,وإ - ونده- ح 0. 


© وبالعكسء. لتكن 5 مجموعة النقاط (34),2,2 التي تحقق 0 - 0 + م + بهم + :هو» حيث 
الأعداد » وة وء ليست معدومة معاً. عندها من الممكن دوماً اختيار أعداد ,نه و؛ و2 تُحقّق 
مه - وبهط - رده - 4 (مثلاً في حالة 0 عد ه يمكننا أن نختار 0/0- ح ,نه و0 ح ,م -ح ون). 
وهكذا تكون (4)2:0,10,2 نقطة من © . والقول إِنّ (47,2,:ه)11 نقطة ما من © يكافئ: 


0 > (ره ‏ ه)ه + (ون - رهاط + (رنه - تمان 


أي إِنَ الشعاع (,7)0,5 عمودي على الشعاع /11,. والنقطة 14 تنتمي إلى المستوبي 27 المار 
بالنقطة 4 ويقبل (7)0,5,6 شعاعاً ناظماً. وهذا يثبت المطلوب. 








4. . بعد نقطة عن مسنو 


7 مبرهنة 6 


في معلم متجانس. لتكن 0 - 4 + يه + ,هة + ته معادلة المستوي 27 . عندئذ يعطى بعد النقطة 
0 د بع ل 686 ل بمبما 


(,4)0:,8 عن المستوي 7 بالعلاقة ح (2 بك )6 5تل . 
تن سك 2م ند كوايه 
الشعاع (7)0,5,6 شعاعٌ ناظم على المستوي 2». وبوجه خاص 0 عد 7. لنرمز 1/6/8777 إلى 


المسقط القائم للنقطة 1, على 27» المسافة المطلوبة هي 47 ح (156)4,2. ولكنّ الشعاعين /24/ 
و 7 .مرتنظان خطيا إذن 

' ل . 2م + 2ق + 2و/ء - “4ك ١‏ | 5 
ولكنّ مركبات الشعاع 447 هي (- /ب,ق8 - 'قبيه - /ه) إذن 


(- لومم + (4 - '5)8 + (يه - 'ه)ن ح /4 م ١‏ ْ 
ب - 586 ح يمن - ابرع د "58 د “يميم 
(0 د بع د 88 ل يون) - 0 د أب د “88 ل رون حت 


6 7,١ 14 








0 
(0 ل بص ل 586 لد يمن)- - 
إذْ استفدنا من وقوع النقطة 4/26/8777 في 2 لنستنتج أنّ 0 -0 د 'ى + '58 + 'مه. 
وبالتعويض في (*) نجد 
0 ل بج لد 68 ل يمبما 


“م ل 5م ل عن له 


إيجاد المعادلة الديكارتية لمستو 


نتأمّلء في معلم متجانس (0:7,7,8)» النقطة (3-,1)2,1/ و الشعاع (7)1,1,2. أعط معادلة 
للمستوي 7 المار بالنقطة / ويقبل 7 شعاعاً ناظماً. 


تنتمي النقطة (3/),7,2 إلى المستوي المطلوب 7 إذا وفقط إذا تحقق الشرط 0 - 1/107 . وهذا 
يكافئٌ 


ح (ص بك )ه01 





0 ح (3 دع)» 2 + (1- )»1 + (2 - به) »ا 1 
أو 0 ح 3 + 22 + ن + :ه. وهي المعادلة المطلوبة. 








تقاطع مستويين أو توازيهما 

في, الحالاته الاثية نعطي الكيتويين. 22 و © وتطلبه معرقة 11 كانا مترازيين أو متقاطعين 
أومتعامدين. 

0 0 - 7 دري4 سج : م ,0 ح [ دع 2 ل هت : لي 

(© 0 ح ] دورق ل 2 دس : 20 ,0 ح بو6 ل رعيب4 - 27 : ب 

8 نح راح و حك وهاه رو 2 72 ,جع 1 عم و ع رو ند زر 2 + لي 


© نلاحظ أنّ (4,0-,7,)1 شعاع ناظم على 2»؛ و (1-,77)01,2 شعاع ناظم على 2 . الشعاعان ,7 
و7 ليسا مرتبطين خطياً لأنّ مركباتهما ليست متناسبة» أي لا يوجد عدد حقيقي / يحقق ,7م - ,7. 
إذن المستويان 47 و2 متقاطعان. ومن الطبيعي أن نتساءل إذا كانا متعامدين. فنحسب 
0 عد 7- ح ١8,‏ ,7 لنرى أنّ ,7 و لي ليسا متعامدين. فالمستويان 7 و © غير متعامدين. 

© هنا نجد أنّ المستويين 7 و 2 متوازيين وغير منطبقين لأنّ المبدأ (0)0,0,0 ينتمي إلى © ولا 
ينتمي إلى 72. 


تت 


© في هذه الحالة نجد أنّ الشعاعين الناظمين على 2 و 2 متعامدان فالمستويان المذكوران متعامدان. 
7ه* تدر 
تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (/,0:7,7). 
0 في كل من الحالات الآتية اكتب معادلة للمستوي المار بالنقطة 1 ويقبل الشعاع 7 شعاعاً ناظماً: 
© (0,5,)لم ,(0-10)م ‏ © (25-,2ل/ملم ,(1-,3-,7)2 
1 2 ) د 0 
© (تحبةب 6ل ,للحبدهيق)م ‏ © (3,0-,0)كل ,(700/3,2,0 
© في كل من الحالات الآتية اكتب معادلة للمستوي 9 المار بالنقطة 1 موازياً المستوي 72: 
© «(40,0,1 4 دعق دن - 2 : م © (4)0,0,0 2 دع :م 
© (4)0,3,0 5 ح ره لدج : م © (1,2-3-)24 ,8 ح م4 ل ره8 - بو5 : مم 
© ادرس تعامد كل زوج من المستويات الاتية: 
0 ع 1 ابجع ربة + ©" : م و 0 ع 5 - 92 - ه11 - 62 : ك و0 ح 4 د52 ل ع3 - 22 : 7 
© في كل من الحالات الاآتية بيّن إذا كان المستويان 2 و 2 متقاطعين. 
0 0 -ق دي ل ب بج : )0 07 حدم ل ره - ب : مل 
© 0 5 دع د ن2 ل 4 : )0 ,0 ح 5 دنه + 2 : م 
© احسب يعد النقطة (3,4-,24)5 عن المستوي 0 5 هق بن 2# : م7. وكذلك احسب بعد 
النقطة (2)2,2,5 عن المستوي 0 - م - , : ب 





5-8 |]ء. ب 


"ا بعد اختيار واحدة للأطوال في الفضاء. يجري التعبير عن الجداء السلمي لشعاعين 7 و7 كما 
في حالة المستوي أي. 
5 |“ اة|- :| - :]5 #||ء - 8:3. 
5 »هوم» ||| - 7.8 حيث » هي قياس للزاوية الهندسية للشعاعين 7 و7. 

"ا إذا كانت 77 المسقط القائم للنقطة © على المستقيم (178) أو على مستو يحوي (2478) كان 
77١8م‏ - 46٠8ل‏ . 





- تحليلياً إذا كان (1),:,2 و ('#2',2',2) في معلم متجانس كان ابم + “رون + انور ح 7 ٠١‏ 11 . 

"ا كما في حالة المستوي», يفيد الجداء السلمي في الفراغ في مسائل التعامد وحساب المسافة وتمام 
جيب زاوية. 

"" مفهوم الشعاع الناظم على مستو مفيد وأساسيء. فهو يتيح التفسير الشعاعي لتعامد وتوازي 
المستقيمات والمستويات. وهو لا يكون مغدوها أبدا. 

"" المستوي المار بالنقطة 1 ويقبل 7 شعاعاً ناظماً هو مجموعة نقاط الفراغ 14 التي تحقّق الشرط 
0 - .434 . وهذا الخاصة المُميّزة هي التي تفيد في كتابة المعادلة الديكارتية لمستو. 

"ا تذكر أنّ بُعد النقطة (+,1)0,2/ عن مستو معادلته 0 - 0 + مم + بهة + :ته يعطى بالعلاقة 

0 + بع لد 586 ل يمما 
عو 2 دكن يه 

1 

1 

"ا إذا كانت 0 - 4 + يه + ,هة + :ته معادلة مستو فتذكّر أنّ (©7)0,5,2 شعاع ناظم عليه. وأنَّ كل 
نقطة (11):,,2 تحقق مركباتها معادلة المستوي تقع عليه. 

"" التفسير الشعاعي للتعامد والتوازي. 

"" لا تنس أنّ استعمال معلم متجانس مفيد في الإثبات. عندئذ نختار معلماً تكون فيه إحداثيات النقاط 
المتتاحية بسيظاة. 


"" للتعامل مع مسائل المسافات أو التعامدء لا تختز معلماً كيفياًء بل» اختر».حصراء معلماً متجانساً. 











ع 


٠ 
إديضة‎ 


و 277 
باط 1 خواص رباعي الوجوه المننظم 


رباعي الوجوه المنتظم هو مجمّم له أربعة وجوه كل منها مثلث متساوي الأضلاع. نسمّي حرفين متقابلين 
كل حرفين لا يشتركان برأس. 


© خواص عامة 


لتكن (17707/ رباعي وجوه منتظم ولنضع م - //. 
© تيدف إتى. إنبات: أن كل. حرفين. متقابلين. متعامدان» وأ المستقيه : 
الواصل بين منتصفي حرفين متقابلين عمودي على كل منهما. 5 1 
م احبف اث 1 و 10 :ار ولك للاد 1 
أثبت تعامد المستقيمين (2478) و((01). ١‏ 
ماذا تستنتج بشأن المستقيمين (60/,) و((271) والمستقيمين ((247) و (70)؟ 
ليكن 7 منتصف [48] ول منتصف [07]. تيقّن أن 0 + 80 + 148 - ل واستنتج 
أنَ المستقيم (.17) عمودي على كل من المستقيمين (47) و ((01). 
© في رباعي الوجوه (1707» الارتفاع النازل من 1/, هو المستقيم المار بالنقطة 1/, عمودياً على 
المستوي ((701). 
ه. ليكن © مركز ثقل المثلث 8017 . احسب ٠018‏ 46 و ٠81‏ 46 » واستنتج أنّ (46) هو 
الارتفاع النازل من 4/. 
7 عيّن بقيّة الارتفاعات في رباعي الوجوه 18017 . 
© نسمي مركز رباعي الوجوه المنتظم (1707, النقطة © مركز الأبعاد المتناسبة لرؤوس رباعي 
الوجوه وقد أسندنا إليها الأمثال ذاتها: 0 - 07 + 00 + 08 + 04 . 
أثبت أنّ النقاط 4, و © و © تقع على استقامة واحدة واحسب 416 و0 /. 
م أثبت أنَ © هو منتصف القطعة المستقيمة [17]. 
©. احسب الأطوال 08 و 01. 
أثبت أنّ النقطة © متساوية البعد عن جميع رؤوس رباعي الوجوه. 
© تيدف إلى بحسساب. الزاوية الينسية 1017 
ه. احسب 0/١08‏ بأسلوبين أحدهما بكتابة (18 + 01) ٠‏ (12 + 01) - 0078 /0. 


اللسسسسيويا 303000 للممسييللل1 .ل سيسييييلل 1 


. استنتج قيمة تقريبية للزاوية 1078 بالدرجات. وبين أنّ 704 - 607 - 700 - 1078 . 





© تطبيق في الكيمياء 

نجد أدناه تمثيلآً لجزيئة الميثان. تقع نوى ذرات الهيدروجين الأربع 11 على رؤوس رباعي وجوه منتظم. 
تقع نواة ذرّة الكربون © داخل رباعي الوجوه على المسافة نفسها من كل واحدة من رؤوس رباعي الوجوه 
أي في مركزه. لتبسيط تمثيل جزيئة الميثان» نستعمل المخطط المبين أدناهء حيث مثلنا الروابط بخطوط 
متصلة وحروف رباعي الوجوه بخطوط متقطعة لنتذكّرها. هذا المخطط هو الصيغة الستيريوكيميائية 
للميثان. أتاحت قياسات تحديد طول الروابط 11 -© بمقدار 10-192 << 1.09. 





© أعط تقريباً لقياس الزاوية بين رابطتين من النوع 11-©. 

© عيّن طول حرف رباعي الوجوه أي المسافة بين ذرتي هيدروجين. 
اص 2 استعمال معلم 

© رباعي الوجوه ثلاثي الزوايا القائمة 

نتأمّل رباعي الوجوه 0/760 ثلاثي الزوايا القائمة رأسه 0» أي إن 
المستقيمات (/0) و(078) و(00) متعامدة مثنى مثنى. لنفترض إضافة 
إلى ذلك أنّ 1 - 00 و2 - 08 و3 -04. نرمز بالرمزن 7 إلى 
المسقط القائم للنقطة © على المستوي (21720). 

© نريد إثبات أنَ 77 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث 170 . لنختر 


بده 
جه 


إذن معلماً متجانساً [ 0:7,7,6) بوضع /10 - 7 و 107 - 7 و 00 -ح 1. 





. احسب إحدائيات //. 
احسب 18 .00 و 48 . 017 واستتتج أنّ المستقيم (478) عمودي على المستوي (0077). 
. احسب 017 . 18 و 100877 واستنتج أن 77 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث 480 . 
©. أثبت أنّ المسقط القائم لكل من النقطتين '© و© على المستقيم (217/) هو النقطة 76 ذاتهاء 
واحسب إحداثيات 2 . 


اعدشي لتياس اللراوية 0ن 





© بعض خواص المكعب 


ليكن '(17701(4/13'011, مكعباً طول حرفه 4. النقطة 77 هي المسقط 
القائم للرأس 7 على المستقيم (21607). نريد إثبات أنّ النقطة 77 هي 
أيضاً المسقط القائم لكل من /4, و7 على المستقيم (24607). 

سنستعمل المعلم المتجانس [ حيث 





مت نار ورك انر و روي ارا 

© اكتب في هذا المعلم إحداثيات رؤوس المكعب. 

© لحساب (2,ن؛,) إحداثيات النقطة 77 : 

د اكب يا سن السماراة 10ح م ره اليه علخقة ون ون و2 ره 

اكتب علاقة بين ه و:*ن و2 وه ول حيث ( معرّفة بالعلاقة 2/407 - 4/77 . واستنتج قيمة 
( كُمَ احداثيات 77 . 

ييح معدم عد على ومن بح عند ربعي يان 0 نثبت أنّ (24'77) 
عمودي على (1)00) . أثبت تعامد الشعاعين 2 'ل و 107 . 

© أفت أن المسقط القائم للنقطة على (2107) هي النقطة 77 ذاتها. 

© لتكن 7 المسقط القائم للنقطة '(7 على (2600/). 

ماذا تقول غن. الطول. +617 ؟ 

7 حدّد موقع 7 على المستقيم (2607/). 

©. ما هي النقاط الأخرى من المكعب التي مسقطها القائم على (607,) هي النقطة 72 ذاتها. 








ييه غرينات ومسائل 


و تُعطى معلماً متجانساً في المستوي. 
© بيّن أزواج الأشعة المتعامدة من بين الأشعة الآتية: 
(05- وروت وحن و[ 4-)0 وإ )0 و[4 -,3)2. 
6 في الحالتين لا لاتيتين اكتب معادلة لمحور القطعة المستقيمة [48 ]: 
© (4)4,1 ,(220-12/ 
1 
© (5,3-)4 ,2-2 


© نتأمّل النقاط (5,2-)4 و(1-,)8 و(3,3-)0 و[1-,2-)7. أتكون النقطة 7 متساوية 


البُعد عن المستقيمات التي تؤلّفها أضلاع المثلث 1770/,؟ 
و 00 مرّبع. ! منتصف [47] و1. منتصف [70]. أثبت أنّ المستقيمين (.2) و (01) 
متعامدان. 
ا([ تعطى معلماً متجانساً في الفراغ. 
6 بين في كل من الحالتين الاتيتين إذا كان الشعاعان 7 و2 متعامدين: 
0 (2,5-,7)1 22-1 
© [0/2,/3,0 )0 [2,/3,1/.) ث0 


3 .تتامل النقاط (2-,4)4,1 و(1,2,4-)8 و(5-,0)0,2 و(2-,2 
١‏ القطعة المستقيمة [18/]. احسب 


يي - جه 1 هلا فحث لت 0 اهلام جد 


246 ٠8م‏ و 242.02 و 28٠4©‏ و 02 . 7ل 


-,7001. ونعرّف /// 


© بيّن في كل من الحالات الاتية إذا كان المستويان 7 و © متعامدين: 
© 0 -7 دق ن2 دهن : مل 0 ك 3ق سور د رو وعديو : لل 
52 0 ح- 2 لد رية -ج : مم 0 - 8 د22 سن : 0ك 

© احسب في كل من الحالتين الآتيتين بُعد النقطة , عن المستوي 72 : 
© (4)0,/2,1 0 -4 بود درن دس .م 


© (2,0-,4)5 0 -7+ ع و+همة:م 








لعل البحث معأ (©© 


مسنودات منعامالة 


نتأمّل» في المعلم المتجانس (/,0:7,7)» النقطتين الآتيتين : (1,2-,4)1 و (78)2,0,4 والمستوي 
ج الذي معادلته 0 - 32-4 + نو . جد معادلة للمستوي © العمودي على 2 ويمر 
بالنقطتين كى و 2[/. 


9 نحو الحل 


8 


نريد تعيين معادلة لمستو © مار بنقطة (بل اثنتين). 
واذا كنّا نعرف شعاعاً ناظماً (,7)0,0 على © 
استطعنا تعيين المستوي. أتوجد فرضيات في المسألة 
تفيد في تعيين 7؟ المستويان 2 و © متعامدان فرضاً 
إذن يكون كل شعاع ناظم # على 7 شعاعاً عموديآ 
على 7. كما إِنْ المستقيم (7/) محتوى في 0 
فالشعاع 18 عمودي أيضاً على 7. 

1 أعط مركبات شعاع ناظم على. 2 

فحن مده اران 10و را دارا 
لدينا إذن جملة المعادلتين 





م 
0 حدعم2 لم ل م 

لا تكفي هاتان المعادلتان لتعيين قيم 0 و5 وعء وهذا ليس مفاجئاً لأننا نعلم أنه يوجد عدد 

لانهائي من الأشعة الناظمة على مستو. ولأنه يكفي تعيين ثلاثية واحدة (4,5,0) تحقّق الجملة: 

يمكننا مثلآ أن نختار قيمة إحدى المركبات. فمثلاً لنضع 2 -م. 

1. أثبت في هذه الحالة أن 5- ح م» 1 ح (. 

2. تحقق أنّ (5,1,2-)7 شعاع ناظم على 29. 

2. اكتب معادلة للمستوي 0. 





في معلم متجانس (0:7,7,8)» لدينا النقطة (1,2-,1)3/» والمستويان 7 و 0: 
20 ادح ور حك زيح زو ب كر 
0 ح 5 - 22 ددن ل 2 : يأ 
أثبت تقاطع المستويين 7 و 2» واحسب بُعد 1/, عن المستقيم 7 الذي يمثل فصلهما المشترك. 
95 نحو الحلَ 
للتحقق من تقاطع المستويين 2 و 2» نستعمل الأشعة الناظمة عل كل منهما. 
1. عيّن شعاعاً ناظماً ,7 على 2» وشعاعاً ناظماً ر7 على 9. 





2. استنتج أن 2 و 2 متقاطعان. 

0 بعد 4 عن 4 يساوي بُعد / عن '/ حيث '// هي 
المسقط القائم للنقطة 41,. على 7. بالطبع إذا وقعت / 
على 24 كان “4 - 4 ومن ثَمَّ 0 ح “44 . تيقن أَنْ 
4» في الحقيقة» لا تقع على أيّ من المستويين 7 
أ © 





إحدى الطرائق لحساب //1/, تتمئّل في تعيين إحداثيات “1 . تنتمي هذه النقطة إلى كل من 
# و © فإحداثياتها تحقق معادلتيهما. بالإضافة إلى ما سبق المستقيم /41/) عمودي على 0»: 
فإذا كان 7 شعاعاً موجهاً للمستقيم 7 فإنَ “4 هي النقطة الوحيدة من 7 التي تُحقّق 
44/١8 - 0‏ . علينا إذن تعيين شعاع 8# يوجه المستقيم #» ولهذا نبحث عن نقطتين 8 و0 


0 


1. تذكّر أن (3/),7,2 تقع على 7. إذا تحقّق الشرطان 
0 ح- 4 ساو له - 22 و0 ح 5 - 2 ل نه ل بن 
2 مثلاً لتعيين نقطة (#2,ن,)8 من 4. نختار 0 - * ونعيّن 7 و2 الموافقتين. ولتعيين 
(0)2:,.2 من 74. نختار 1 - 8 ونعين 7 و2 . وهذا يتيح لنا تعيين 507 
3. أثبت أنّ (©,0,5) إحدائيات “1 تُحقق جملة المعادلات 


(1) 4-0 م لبم- 20 
(2) 0 --5-عم2 لم ل 4م 
010 عم 6 -م ل م 


4. استنتج من (2) و(3) أنّ 5 - 36 ثم احسب إحداثيات “'1 » واستنتج المطلوب. 





االوسايررسر 


في معلم متجانس (/,0:7,7)» نتأمّل نقطتين (1,0-,1)2/, و(1,3,5-)2 . والمستوي 7 الذي 
يقبل معادلة 0 - 5غ +اية -2. أثبت أنّ المستقيم (47) يقطع المستوي 2 وعيّن 
إحداثيات © نقطة التقاطع. 
99 نحو الحلَ 
4 الإثبات وجود النقطة © علينا إثبات أنّ المستقيم (217) لا يوازي المستوي 2. أعط شعاعاً 
موجّهاً للمستقيم (2478) وشعاعاً ناظماً على 7 . واستنتج وجود 0. 
0 علينا إذن تعيين (©0,5,2) إحداثيات النقطة '0). 
3" علل وجود ثابت يحقق 878 - 10 . 
2. استنتج عبارات © و6 و»ن بدلالة /7. 
2. عيّن # اعتماداً على وقوع 0 في 2 . واستنتج إحداثيات 0. 





© مسثقي معمواي على مسن 
في معلم متجانس (/,0:1,7)» نتأمّل نقطتين (4)2,5,3 و(1-,1,0-)8» ومستوياً 27 يقبل 
(2-,7)1,1 و(1-,1-,7)3 شعاعين موجّهين. أثبت أنْ المستقيم (7/) عمودي على المستوي 
0 

يكفي لإثبات المطلوب أن نبرهن أنّ الشعاع 78 عمودي على شعاعين غير مرتبطين خطياً من 

المستوي 72. 

1. أعط شعاعاً 7 موجّهاً للمستقيم (178). وتيقّن أنَ الشعاعين 7 و7 غير مرتبطين خطياً. 

2 أثبت أنّ 2 عمودي على كل من 7 و8. 


المستط التائ على مسن 


"7 المسقط القائم للنقطة (4-,11,9-)(/ على المستوي (272600/). 











9 نحو الحل 


8 


لنرسم شكلاً مبسطأً. كيف نجد إحداثيات النقطة /2؟ نعلم أنّ 
المستقيم ('(101) عمودي على المستوي (2170)» فهو من نْمَ 
عمودي على جميع مستقيمات هذا المستوي. الفكرةء إذن» 
تكمن في التعبير شعاعياً عن هذا التعامد. 

1. اشرح لماذا (11),0,2 تنتمي إلى ('/22) إذا وفقط إذا كان 





- 7م يلم و 0- 721/.46 
2. اكتب تحليلياً الشرطين السابقين. 





9 -:ج3 بو5 - 620 
13 


علينا كتابة معادلة للمستوي (120) لأنّ '7 هي النقطة 11 من (/772) التي تنتمي إلى هذا 
المستوي. ولكن أي شعاع موجّه للمستقيم (/77) هو شعاع ناظم على (217260). 

1. بإعطاء قيمتين مختلفتين للمتحوّل ‏ أعط إحداثيات نقطتين مختلفتين من ((721). 

2. استنتج مركّبات شعاع موجّه للمستقيم (//22)» أي شعاع ناظم على (2/80). 

3. اكتب معادلة للمستوي (180). ْ 

عيّن قيمة ‏ التي تجعل النقطة 11 من 3.4. عنصراً من (1760/). استنتج إحداثيات '(7. 


2. استنتج أنّ (/207) هو مجموعة النقاط |7 حيث * عددٌُ حقيقي. 


5 


'(011) 19 180101 متوازي مستطيلات. يتقاطع قطراه 


[/80] و[/0] في 0. نضع "007 - م» ونفترض أنّ 
6 - 80 و١‏ - 077 وء - '7272. نهدف في هذه المسألة 
إلى حساب نوم . نختار معلماً متجانساً (4,1,7,8) بحيث 
يكون 18 و 7 مرتبطين خطياًء و72 ور مرتبطين خطياً: 
وكذلك 117 و / مرتبطين خطياً. 





© أعط إحدائثيات جميع رؤوس متوازي المستطيلات واحداثيات مركزه 0. 


ع ذى ع ثو ع كن 


© أثبت أن - »ووه . ادرس على وجه الخصوص حالة المكعّب. 
“عب “ومهك 7نم 


في الحالتين الاتيتين» احسب يعد / عن المستوي م: 


© (3-,4)1,2 و 0 - ]1 دعي ل نا-2 : 2. 


© (1,1,1-)4 و 2 هو المستوي المار بالنقاط (8)0,1,0 و (1,1,0-)0 و(3-,2-,1-)2. 





1ل 7 منوازي مستطيلات» فيه 2 - 478 و1 - 60 - 70 . لتكن النقطة 7 
منتصف [472]. 

© أعط معلماً متجانساً مبدؤه 4 ويمكن التعبير عن إحداثيات 
رؤوس متوازي المستطيلات فيه ببساطة. 

© اكتب معادلة للمستوي (1711). 


© احسب بعد © عن المستوي (1128). 





© احسب بُعد © عن المستقيم (777). أينتمي المسقط القائم للنقطة © على المستوي (1777) 


إلى المستقيم (//1) ؟ 





9 في معلم متجانس (,0:7,7)» لدينا النقطة (1-,4)2,2. والمستويين 7 و 0: 
20 نو حك رو دين :ير 
0 ح ]1 ابعر ل نوق : ب 
احسب بُعد /, عن المستقيم 7 الذي يمثّل الفصل المشترك للمستويين 7 و 29. 





© نتأمّل في معلم متجانس (/,0:1,7)» لدينا النقطة (1)2,1,2» والمستويين 72 و 0: 
2-1-0 ع ور داه بر ير 
0 حداعر لان ل 2 : لي 

انث أن المستويين. 2 و 6 متعام دان . 

© احسب بُعد 4 عن كل من المستويين 7 و ©2. 

© استنتج بعد النقطة /, عن الفصل المشترك للمستويين 2 و 2. 


اليو في كل من الحالات الآتية, تُعطى نقطتين و م( والمعادلة الديكارتية لمستو 2. تيوّن في كل 
حالة أنّ المستقيم (17) ليس عمودياً على 2 . تثُمَ أعط معادلة للمستوي © العمودي على 7 
والمار بالنقطتين 1 و2. 
© 0ح ع د نو هس: م2 ,(4)1,0,0 ,(27)0,1,1 
© 0ع ورد بج 12 .(24)1,2,0 ,(28)1,0,1 
© 0ح + سيو عد بوه : 2 ,(1-,4)2,3. ,(2)1,11 











يدم 


(699 نتأمل في معلم متجانس (:,0:1,7)» المستويين 72 و 0: 
20 5ع يوق عد 2 درو : 2ل .و 1-200 بق حك زو حا تن > لي 
© علّل كون المستويين 27 و 2 متقاطعين. نرمز بالرمز 4 اوساساسد” 
© أثبت أنَ # هو مجموعة النقاط (2,2 -1,22 + 232-)/1 عندما تتحوّل 2 في 18. 
© أعط شعاعاً موجّهاً للمستقيم 0. 
© اكتب معادلة للمستوي 7 العمودي على كل من 7 و © ويمر بالنقطة (2-,1)2,5/. 
6 نتامل في معلم متجانس (:,0:7,7)» النقاط: 
(4)2,1.3 و (1-,2)1,0 و (4.0,0)© و (2)0,4,0 و (11-,17)1 
0 أثبت أن النقاط © و7 و27 ليست واقعة على استقامة واحدة. 
© أثبت أنّ المستقيم (7/) عمودي على المستوي (01(17). 
69 نتأمل في معلم متجانس (,0:7,7)» النقاط: 
(0,43)خ و (8,-ي4 )رو (11ع-,1)) و (قح.ة ,1723 
© أثبت أنّ النقاط 4, و2 و © ليست واقعة على استقامة واحدة. 
© عيّن إحداثيات المسقط القائم /7/ للنقطة(7 على المستوي (70/). 











يا 


9 نتأمل في معل متجانس (,4,7:©) النقطتين (1,3-,2©2)2 و (1,0,1-)4 . نهدف إلى كتابة 
معادلة للكرة 5 التي مركزها 2 وتمر بالنقطة 4/. 
0 احسب 4(؟2. 
© لتكن (#2,,:,:ه)/1 نقطة من الفراغ احسب 21/7 بدلالة 2 و, ا و2. 
© أثبت أن « (ع رب رته) ا نقطةٌ من 5» إذا وفقط إذا تحقّق الشرط «”22 - 221/5» واستنتج 
معادلة للكرة ك المطلوية. 
639 في معلم متجانس (7 7 0) . اكتب معادلة الكرة التي مركزها 2 وتمر بالنقطة /. 










© (2)0.0,1 و( .4011‏ © 20,51 و(2,3-)4/. 
([ي فى معنم متجامر (:0:17). اكتب معادلة الكرة التي مركزها (» ونصف قطرها ”7. 
(20,2,3 و2 حم. © (1حرة,00)© و 3ه -م. 


 2- 0 60‏ ره6 27 ا 9 20-10 سدو ويك و1 ع فرعت #رو بك كبر 
8 0 2 وال روك رونك كبو حت زو بد كين 18 0ك ا عدوو د ع توبه #رو عد 12 








6 في معلم متجانس (,0:1,7) تمل النقطة (2,2-,4)2 والمستوي 5 ح 32 + 20 + 2 : 2. 
اكتب معادلة للكرة التي مركزها 1, وتمس المستوي 7. 

©6 في معلم متجانس (0:1,7,/8) نتأمّل النقطتين (4)2,1,2 و (2,0,2-)7. 
© أعط معادلة للمجموعة ؟ المكوّنة من النقاط (3/),,2 التي تُحقّق 0 - 117 ٠‏ 1/14 . 
1 عا طييدة الفجيرعة 62 





© أثبت أنه في حالة نقطة ما 14 من الفراغ تتحقّق المساواة : 2 - 1/12 - 1/18 ٠‏ 114 . 
© أثبت أنّ مجموعة نقاط الفراغ التي تحقّق 0 - 817 11/١‏ هي الكرة التي مركزها 1 ونصف 
قطرها 7 وهي أيضاً الكرة التي تقبل [/1/] قطراً فيها. 
(9© في معلم متجانس (,0:77) نتأمّل النقطتين (4)1,1,1 و(1-,1-,27)0. 
© أعط معادلة للمجموعة © المكوّنة من النقاط (11):,0,2 التي تُحقّق 2117 - 11/4 . 
© ما طبيعة المجموعة م؟ 
© أعط معادلة للمجموعة 7 المكوّنة من النقاط (1/4):,,2 التي تُحقّق 117 - 11/1 . 
6 ها طبيعة المجموعة 72؟ 
ا( نتامل نقطتين مختافتن و82 في الفراغ. وعدداً موجباً غير معدوم . نعرّف 5 مجموعة 
نقاط الفراغ 14 التي تحقق الشرط 8/1 7:١‏ - /11/ . 
© حالة 1 -#. 





© لتكن 7 منتصف [48] أثبت أنّ 
“برا جب “رارز 
2 
© استنتج أن 5 هي المستوي 7 المار بمنتصف القطعة المستقيمة [47/] والعمودي على 
(48). (المستوي المحوري للقطعة المستقيمة [7/]). 
© حالة 1 عد ثم . 
© لتكن 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (1,/) و(2,7)» ولتكن /. مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين (4,1/) و(-,28). أثبت أن 


حدم احا اكد لتر [| 
لت ح (زرإرة[ + لم11 ) ٠.‏ (5118 - لل 11 ) 
ورب 1 ثم 1 


© استنتج أنّ ,5 هي الكرة 5 التي تقبل القطعة المستقيمة [1] قطراً فيها. 


- (2119 +1ل8) ٠‏ (قللة - قلة)ح - آلل1 ١‏ امق 


117 ٠ 117 - 





© في معلم متجانس (:,0:4,7) نتأمّل النقاط 
(3-,40)شر و (8)0,2:92 و (1اسرقسبية )0 و (3-,10)0,0. 

© أعط معادلة للمستوي المحوري 2 للقطعة المستقيمة [47]. 

© أعط معادلة للمستوي المحوري 72 للقطعة المستقيمة [170]. 

© أعط معادلة للمستوي المحوري 2 للقطعة المستقيمة [(/0©]. 

© علّل لماذا إذا تقاطعت المستويات 72 و2 و2 في نقطة واحدة ©. كانت © مركزاً لكرة 
تمرّ بالنقاط , و8 و© و(/. 

© بحل جملة من ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل أثبت أنّ المستويات 2 و2 و22 تتقاطع في 
نقطة واحدة (2. 

© احسب نصف قطر الكرة 5 المارة بالنقاط 4 و و© و77. 

© اكتب معادلة للكرة 5 المارة برؤوس رباعي الوجوه (17701 . 











مستقهات وا في الفراع 


© المستقيم والمستوي بصفتهدا راحك أبعاد متناسبة 
© التمثيلات الوسيطية 








© تقاطم 98 ات و ويات 


لجو 








لقد كانت دراسة مسالة تقاطع ثلاثئة مستوياتء التي تؤول إلى دراسة حلول جماة 
ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل» نقطة انطلاق فرع م جدأ وأساسي من 
فروع الرياضيات. إِنْه الجبر الخطى. 

كثيراً ما ترجع حل مسألة رياضياتية إلى حل جماة من المعادلات الخطية» مثلاً 
تعيين شكل سطح جناح طائرة» أو التنبؤ بأحوال الطقس في الساعات المقباة, 
مكوّنة من آلاف المعادلات الخطية ذات آلاف المجاهيل. 


هذه بالطبع مسائل مستحيلة الحل بدون استعال الحواسيبء طريقة غاوس 
في حل جملة معادلات مكونة من 7 معادلة خطية ذات 7 مجهولاً هي بوجه عاء 
مقبولة عندما تكون 0 صغيرة أي أقل 5 0 مثلاً؛ إِذْ يتناسب عدد 
العمليات الحسابية اللازمة للحل» أو زمن الحساب». مع ان 

ولكن عندما تصبح 7 كييرة نلجأ إلى طرائق خاضة أكثر فعاليّة. تيح أفضل 
طريقة عمليّة معروفة إجراء هذا الحساب بزمن متناسب مع 5 بم 111085:7 
وهناك خوارزميات أسرع ولكنها لبسست عملية» المجال هنا وأسع ورحب التقصي 
والبحث. نحن هنا لن نتعمّق في التفاصيل ولكن سنكتفي بفتح نافذة تاركين أمر 








الممسميمات والممسوبات في المراع 


3 انطلاقة نسطة 
حل جملة معادللات خطية 
© الطريقة الأولى : الحذف بالتعويض 
نهدف إلى حل جملة المعادلات الآتية ذات المجاهيل (2 ,ن,.): 
 )0(‏ 82-0 لايع -22 
(9) حي بدوو به 1 إكين 
 )83(‏ 2 عدن ابيع للد بن 
تسمّى الجملة (5) جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل وتعتمد طريقة الحذف بالتعويض على 
إرجاع هذه الجملة إلى جملة معادلتين خطيتين بمجهولين عن طريق معاملة أحد هذه المجاهيل بصفته 
مقداراً ثابتأء فمثلآً ُكتب المعادلتان (2) و (3) بالشكل 


بت - 1 جح إو2 ح رن 
وجاد ري ع رو عد رن 


نم نحل هذه الجملة بالمجهولين (/2:,1). 


0 1 
0 تحفق أنْ ا و ل + 








١ | ١ ْ 1-5 اماس # لق‎ 


وحيدة بالمجهول 2. 


1 4 68 1 2 


تبرهن النظرية» وهذا ما نقبل به» أئنا بهذا الأسلوب نحصل على مجموعة الحلول. وهكذا نكون قد أثبتنا 
أنَ للجملة (5) حلا وحيداً هو (1-,1-,4) ع (2,1,2). 


2 





9 عندما نصل إلى معادلة لا يظهر فيها إلا متحوّل واحد» مثلاء عندئذ نناقش كما يأتي: 
إذا لم يكن للمعادلة حلء» استنتجنا أن ليس للجملة (5) حلول. 
إذا أخذت المعادلة الصيغة 0 - 0.2 استنتجنا أن للجملة (5) عدداً لا نهائياً من الحلول. 
وتكتب مجموعة الحلول بالشكل (2(,9)2(,2)/) ح (4,2,) حيث 2 عدد حقيقي. 








© الطريقة الثانية : الحذف بامع 
نهدف إلى حل جملة المعادلات الاتية ذات المجاهيل (2 ,.) : 

1 0 ع ع ل نع ل بره 

(مة) ‏ 2-- 2م يع + 1 (5) 

110 4 2 جا رح بم 
نسمّي معادلة من الصيغة ,61 + ,/0» حيث ٠»‏ و 6 عددان حقيقيان» عبارة خطية في !ا و !ا . 
0 اجمع المعادلتين ,7 و ./» وكذلك المعادلتين ,7 و ,7 . ما هي المعادلات التي تحصل عليها؟ 
© استنتج قيم 2 ون و2. 
© تحقق أنّ الثلاثية التي حصلت عليها هي حل للجملة المعطاة 5. ماذا تستنتج؟ 


09 عندما نُجري مثل هذه التحويلات على غير هدىء ليس هناك ما يجعلنا نستنتج أنّ الحل أو 
الحلول التي نجدها هي حلول للجملة الأصلية» مما يحتم علينا التيقّن من تحقيق هذه الحلول للجملة 
الأصلية. المثال الآتي يوضح هذا الأمر 


لنتأمّل الجملتين الآتيتين : 


0 [ حدم ددن ل بن لوط عد عل) 3 ح 2 ل :20 
(وط) م اح زوب را سل :1 (ه) و (ج2- ي2) 6 ح- هم - هه 3 
لهذا بسح بع دريب بن لي حك با 3- -ح و2 ل :2 


هنا يمكنك أن تتيقن بسهولة أن [32-,0,3) حل للجملة '5) ولكنّه ليس حلاً للجملة (5). 

© الطريقة الثالثة : طريقة غاوس 

هذه الطريقة تشبه طريقة الحذف بالجمع المشار إليها أعلاه ولكنها تتميّز بأن الجملة النهائية التي نحصل 
عليها ثكافئ الجملة الأصلية أي يكون لهما مجموعة الحلول ذاتها. 

نهدف إلى حل الجملة 


02 [ ع 22 دوق - بن 
(ج1) 9 دوق دنع -:22 (ى) 
لوطا 1 ح بي4 ل و2 - نوق 


60 المرحلة الأولى: نسعى إلى حذف # من 2 و ,12 بالاستفادة من عبارات خطية تشمل ,7 . لهذا 
الهدف نضرب ,1 بالمقدار 14- و ,ا بالمقدار 4- بحيث يظهر الحد «--. ثُمّ نجمع ,2 إلى كل 
منهما ونصلح النتيجة. تحقّق من صحة الخطوات المبينة فيما يأتي: 
520 1 حت ور ا رول حرو 
1ط - ر1) 
لع 0 


1 - 22 ل ربق - برو 


انك 1 
2 11 

مم 4 2 
3 3 11 








وبعد إصلاح المعادلتين الأخيرتين بضرب طرفي الثانية بالعدد 2- وطرفي الثالثة بالعدد 3- نصل إلى 
الجملة الجديدة 

05 [ ح 2 د يهة - جع 

 )50(‏ 7 حدم و5 (7ى) 

 )72(‏ 22-8 - ن” 
© المرحلة الثانية: نسعى إلى حذف 2« من /7 بالاستفادة من 1 . لتحقيق ذلك نضرب //12 بالعدد 
2- كي يظهر فيها الحد ,ب5- ثم نجمع إلى المعادلة الناتجة المعادلة /,/ : 


1 1[ 22 ديق - بجع 1 [ 22 ديق - جع 
0 7ج حيرة سه (يية) | ”حدم 5 
اكب وام دوه  )70(‏ 8- 22 - ن” 


وبعد إصلاح المعادلة الأخيرة بضرب طرفيها بالعدد 2 نصل إلى الجملة الجديدة: 


1 [ ح 22 د يوق - بن 
6 7 حدم 5 ف 
0 5ه 


تبرهن النظرية» وهذا ما نقبل به» أن حلول الجملة (57) هي حلول الجملة (5) ذاتها. 

© استنتج مجموعة حلول الجملة (5). 

09 من المهم ملاحظة أنّنا نكتب في كل مرة جمل معادلات»ء وأنّنا نكرّر كتابة السطر الأوّل من 
(5) والسطر الثاني من ('5). 

9 وعندما 'تحصل على حجملة تكون فيها المعادلتان الأخيرتان متكافتتين. (لهما الحلول. ذاتها ): 
فعندها تقبل الجملة الأصلية (5) عدداً لا نهاتياً من الحلولء كما يبين المثال الآتي: 








3 ح وول - رع + ند 22-3 ح دن دج 
2 - م2 - 6 1+ 2 -ح و3 3 : 


8 1952 112 
3 220203 





حيث 2 عدد حفيفى. 


مجموعة حلول هذه الجملة هي مجموعة الثلاثيات | 





9 وأخيراً عندما نحصل على جملة تكون فيه المعادلتان الأخيرتان متتناقضتين» لا يكون للجملة أية 
خلول: 


فمكلا ليس الحملة 1ح ن جره 


3 ح يون - زور عل بن 
يج و ع رون 











© لمستقيم والهستوى بصفتههما مراكز أبعاد متناسبمَ 
1 المستقيمات والقط اللمسسقيمة في الفراغ 


كما هي الحال في المستويء في الفراغ أيضاً المستقيم (7/) هو مجموعة النقاط 14 التي تحقق 
27 - 41/2 عندما تتحوّل + في مجموعة الأعداد الحقيقية 18. والقطعة المستقيمة [48] هي 
مجموعة النقاط 14 التي تحقق 48م: - 434 عندما تتحوّل + في المجال [0,1]. ومنه المبرهنة الآثية: 


2 مبرهنة 1 
© المستقيم (7/) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين (/ -4,1) و(8,2) 
عندما تتحوّل + في مجموعة الأعداد الحقيقية 18. 
© القطعة المستقيمة [7/] هي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقلتين 7 -4,1) 
و(8,4) عندما تتحؤّل + في المجال [0,1]. 
في حالة عدد حقيقي *» القول إنّ 34 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين (/ -4,1) 
و (28,4) يعني أن 5 - 81/1 + لااةق - 1) أو 8 ح- (8اة + 411 ): - 11/1 . ومنه نستنتج 


النقطتين (0 و2 مباشرة. 


9 القطعة المستقيمة [47/] هي أيضاً مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين (ه ب4) 
و(8,2) حيث 0 < هه و0 < 6 و0 < 8 + 0. في الحقيقة» إن مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 
المُتقلتين (4.0) و (8.8)» هو نفسه مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقلتين (-ك.) و (2ث8,2)ء 


8 دين ” 


فهو إذن مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُثقّلتين (/ -4,1) و(8,4) وقد وضعنا [0,1] دار 


6 


إنَ داخل المثلث '47)0/ هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة 

للنقاط المثقلة (©,4) و(8,8) و(0,7©) حيث 0 < »ه و0 < 86 

و0 < 07. (88) (به بك ) 
في الحقيقة» لنفترض أنّ 14 نقطة من هذا النوع ولنضع 7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين 
(8,6) و(6,7)» عندئذ تقع 7 داخل القطعة المستقيمة [70]» واستناداً إلى الخاصة التجميعية» تكون 
7 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المتقلتين (4,0) و(7+ 7,5)» فهي إذن تقع داخل القطعة 
المستقيمة [7/]» فهي إذن داخل المثلث 21/90 . 














وبالعكسء إذا كانت /1 نقطة واقعة داخل المثلث '1770/» قطع المستقيم (/1/,) المستقيم (70) في 
نقطة 7 واقعة بين 8 و ©2. إذن يوجد 0 < 6 و0 < 7 بحيث تكون 7 مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين المثقلتين (8,,2) و(7,©). ولكن تقع /1 داخل القطعة المستقيمة [47/] فيوجد 0 < ٠‏ بحيث 
تكون /317 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين (ه,4) و( + 7,6). واستتاداً إلى الخاصة 
التجميعية» تكون 14 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة (» بل ) و(28,8) و(+,0). 


لك الممسسورات في المراع 


لنتذكّر أنّ المستوي (180) هو مجموعة النقاط 14 التي تحقّق 0ن + 48.ه - /4171, حيث نه وز 


إن انتماء نقطة /1 إلى المستوي (480) يكافئ وجود عددين 7 و« بحيث تكون 1/1 مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقاط المُثقّلة ( - :ه - 1ب ) و (:ه,8) و( ,0). 
في حالة عددين حقيقيين و7 تُكافئ المساواة 6 + 8ه - /411» ما يأتي: 


السليم 


1 ل 


| 210 + لله إن | قلال + للك ان 
6 ل 118 ل م1( + ه)- - 
5 
0 - لان + تللم + مان - نه - 1) 
أي إِنَ 1/7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المُثقّلة (ن  -‏ - 4,1) و (:,28) و (,0). 


إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة 
)8ل رباعي وجوهء» ك7 و/ منتصفا الحرفين [ كلا و|(0)01]» 
ود ول نقطتان معرّفتان بالعلاقتين (/1/+ -/7// 


و 2019 - 07 » وأخيرا © هي منتصف [77] أثبت أنّ النقاط 6 7 





و1 وكا تقع على استقامة واحدة. 


09 لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة يكفي لماشدان إحداها هي مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين الأخريين. 











من تعريف ,1 نرى أن ,1 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,2) و (7,1)» ونرى بالمثل أنّ /. 
هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (1,©) و(8,2). لتكن إذن النقطة “© مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقاط (4,2) و(2,1) و (1,©) و (72,2). 
باستعمال الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطة “© هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (7,3) و(7,3) 
إذن هي منتصف [27] أي إِنّْ "© - 6. 
ولكن 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,2) و(8,2) و7 هي مركز الأبعاد المتناسبة 
للنقطتين (1,©) و (27,1) ومن ثم استناداً إلى الخاصة التجميعية نرى أنّ النقطة © هي مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقطتين (7,4) و(72,2) إذن تقع النقاط © - "© و و7 على استقامة واحدة. 
إثبات وقوع نقاط في مستو واحد 
717011 مكعَبٌء 7 و7 منتصفا الحرفين [478] و[80] 
بالترتيب» و هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,2) 
و(1,©) و(7,1). أثبت وقوع النقاط 1 و7. و7 و77 في مستو 


واحدٍ. 





9 لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد يكفي إثبات أنّ إحداها هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
الثلاث الأخرى. 
استتاداً إلى الفزض 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,1) و(8,1)» و /. هي مركز 
الأبعاد المتناسبة للنقطتين (28,1) و (0,1). ولأنَ 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) 
و(8,1) و (8,1) و (1,©) و (77,1). استنتجنا من الخاصة التجميعية أن 7 هي مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقاط (7,2) و(7,2) و(77,1). وهكذا نرى أنّ 7 واقعة في المستوي (7777) والنقاط 





17 و و" و 77/ تفع في مستو واحد. 
ه* تحدروية 
© النقطتان 4 و8 نقطتان مختلفتان. في الحالات الآتية عيّن + التي تحقّق 48+ - /41.. 


© /71 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (2-,4) و(8,1). 
© /1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (4,2) و(8,3). 








© أعط في الحالات الآتية » و7 لتكون /1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (©-,4) و (8,8). 
© ضمة - 1نم © 48-0 +/2/11 © 8-6مة- فاز. 
© في الشكل الآتي التدريجات متساوية. عبّر في كل حالة عن كل واحدة من النقاط / و89 و © 
بصفتها مركز الأيعاد المتناسبة للنقطتين الأخريين. 
رو( 1_2 م 1 4" رو( 
22-2-3787 ج27١‏ ب اجتجبب حب حت جيب م سام 
© نتأمّل مثلثاً 480,. في كل حالة مما يأتي» جِدْ عددين ه ون بحيث © 4ن + 248 - 411 . 
© 11 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-,4) و (8,1) و(6,1). 
© 1/1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4.3) و(28,1) و(60,2). 
© نتأمّل مثلثاً '1/860/,. في كل حالة مما يأتي» جذ الأعداد © و7 و + لتكون /1 مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقاط (ح,4) و(8,8) و(+د,6). 


© 26 -شمهد- كارا © يمع - ررم 
© 2082 م300 ح 1/1[ 0 0 ل + اا ع 11ل 


8 انطلتها .مرخ الشكل. المحاور . حد الأمقال. بن و8 و بده لتكون. 7 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (هح,4) و(8,8) و(0,7). 


واستفتج. ,3. .آلتى تحفق. 1677-0 6 


© انطلاقا من الشكل المكاور.. نحد الأمثال, .3 .و .و قم لتكوخ 
1 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاطد (هبك) و(8,8) و(0,.7) 


و(2(,6(). 





0 رباعي وجوه. استعمل الخاصة التجميعية لتعيين موضع النقطة © في الحالات الآتية: 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,1) و(6,1) و(2,3) . 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-,4) و(8,2) و(1-,6) و(2-,72). 
© © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1,) و(8,2) و(6,3) و(2,6). 











©© التمثيلات الوسيطيةّ 
2 التمسيل الوسيطى لممسفيم 


لنفترض أنْ المستقيم 0 معرف بنقطة ووو امد وبشعاع موجه ,)11 . عد ي الئه : 
(2):,1,2 إلى 4 إذا وفقط إذا وُجد عددٌ حقيقي + بحيث 17 - 1/11 » وهذا يُترجم باستعمال المركبات 


كما يأتي: يوجد + بحيث 01 ع ونه - ند و غ6 ح ىل - نز و64 ح 2 - مء ومنه المبرهنة: 


7 مبرهنة 4 


(1):,1/,2 التي تحقق 
ونه -- 01 ح- نه 
ا 2 يور اك 1ن جك رو ا ري) 
م2 + 61 ع م 
تسمّى الجملة (5) تمثيلاً وسيطيآ للمستقيم 0 في المعلم (/,0:4,7)» ويسمّى + وسيطا. نقرن 
بكل عدد حقيقي + نقطة وحيدة (,2 + © ,ى/: + /0,5: + 11)01 من المستقيم 0 . وبالعكس يوافق 
كل نقطة 14 من 7 عدد حقيقي وحيد + يحقّق 77 - 1/1/1 . 


في حالة (4)1,2,3. و (2)2,3,1 يكون الشعاع (2-,12011/ شعاعاً موجهاً للمستقيم (17) ويقبل 


1 4 ح بر 
المستقيم (217) التمثيل الوسيطي: 8[ © + , 2ل حدع!. 
1 83ل غلب حك به 


2 التمسيل الوسيطى لقطعة مستقيمة وانصف مسسقيم 


لتكن (,2 .1 ,,:)4 و (,1,.2, )2 نقطتين من الفراغء ولنضع (7)0,5,6 - 17 عندئذ القطعة 
المستقيمة [/1/] هي مجموعة التقاط (1/):,7,2 التي تحقّق 
ونه -- 01 ح- نه 
4 2 روك 1مك رن 
م2 +61 ع م 
ونصف المستقيم (47] الذي مبدؤه 1 ويمر بالتقطة 7 هو مجموعة التقاط (7,2,:ه)14 التي تُحقّق 
مثة -- 01 ح- 2 
]هه ,0] > م ,ون + 66 ح رن 
م2 -1- 61 








ا ا ا 
كي * كيف نتعرّف تمثيلين وسيطيِّيْن مختلفين للمستقيم نفسه ؟ 





لنتائل. الحملتن 
5+1 ح تر 4 غ090 ح تر 
5 > 2 ., 47 ع دين!(5) و 1 + ,4 +12 ح رين 1 (7”ى) 
1 لم ح بيع 4 00 


يمل (5) التمثيل الوسيطي للمستقيم 0 الموجّه بالشعاع (1-,7)3,41 والمار بالنقطة (1)1,0,1/.. أمّا 
('5) فهو تمثيل وسيطي لمستقيم "0 موجه بالشعاع (12,3-,9-)7. ولكن 317- - 8 إذن 7 هو 
أيضاً شعاع توجيه للمستقيم “4» والنقطة (1)1,0,1. من 4 تنتمي أيضاً إلى “4 (يكفي أن نختار 
+ ح- 4 في التمثيل الوسيطي (5'7) للمستقيم '0). إذن “0 -4 والجملتان (5) و(5) هما تمثيلان 
وسيطيان للمستقيم 0 ذاته. 


بي * كيف ندرس تقاطع مستقيمين معرّفين وسيطياً ؟ 


لتكامل المستقيمين : 


72.21 2 رن 2 38 :حك :بن 
+ > + ,24-3 ع دن0(1) و 18+ ,1-ه -ح سين051) 
وحك ود كح بن لحاعمع د-5 نم 


القول إِنّ (7),17,2 تنتمي إلى 0007 يعني أنّها نقطة واقعة على كل من 4 و '7. ووقوع 7 على 0 
يعني أنه يوجد عدد حقيقي + يحقق 1++ - م و20-3 دن و2++ - :2. ولكن انتبه لا يعني 
انتماء 7 إلى '0 أيضاً أن 2 +84 م و1-/ -ح بن و1 + - 2. إِذْ ليس هناك أي سبب يجعل 
قيمة الوسيط + التي توافق 7 على 7 هي ذاتها قيمة الوسيط + التي توافق النقطة 7 على '0. يجب 
استعمال حرف آخر (: مثلاً) للدلالة على الوسيط على المستقيم “0 . وعليه القول إِنّ (1):,10,2 هي 
نقطة تقاطع ١‏ لمستقيمين 0 و0 ثكافئ وجود عدد حقيقي + وعدد حقيقي 5 بحيث 

2 ل 35 ح ] لع 

1- م ح ق 2 

[ لهم -2 لم 


نجد من ثُمَّ 1 - + و0 ح وء وعليه يشترك المستقيمان 07 و 7 بالنقطة (1,1-,7)2. 








جرت رع سكيدن في القر 


ادرس وصع المستقيمين 0 و '0 المعرّفين كما يأتي: 


[ ل )م :1 1 12 
8 6 + .دوعق عابو 101 .وق 8ل + ب8حغعق- ح رن 4- 'ل 


9 لتعيين وضع مستقيمين معرّفين وسيطياً ندرس أُولاً الارتباط الخطي لأشعتهما الموجهة 7 و /7. 
للمستقيمين 0 و02 شعاعين موجّهين (3-,3-,20 و(1-,3-,701 بالترتيب. ولأنّ مركبات هذين 
الشعاعين ليست متناسبة استنتجنا أنّ الشعاعين 7 و7 غير مرتبطين خطياً. وعليه» إمّا أن يكون 
المستقيمان 0 و07 متقاطعين أو أن يكونا متخالفين (أي غير واقعين في مستو واحد ). لنبحث إذا كانا 
متقاطعين» علينا حل الجملة 


(01) 1- عو عم ىم ح ]1 ل) 
62 5ح وق +به8 سه 8-و38-- 3279 
(83) 2ح فى لع 3‏ 1[ + وى - 3 +36 
ولكن المعادلتين (1) و(2) متناقضتان» وليس لهذه الجملة حلول. إذن لا يقع المستقيمان 0 و42 في 


مستو واحد. 

تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (0:7,7,7). 

© أعط معادلة وسيطية للمستقيم 0 : 
© المستقيم 7 يمر بالنقطة (1,2,0-)4 وموجه بالشعاع (1-,7)0,1. 
© (48) - 4 حيث (4)0,1-1 و (1,1-,2)8. 

© نتأمّل النقطتين (2,1,0-)4 و (500,3,1 . أعط تمثيلاً وسيطياً لكل من 
© المستقيم (2472). © القطعة المستقيمة [47/]. 
© نصف المستقيم (47]. © نصف المستقيم (/8]. 

© 48077777 مكعب طول ضلعه 1. فيه 7 منتصف [80] وال 
متتاصيف 1010 و 7 منتضيف 177711 نتامل: المعلم 120 1ف 48 ناا 
© أعط تمثيلاً وسيطياً لكل من (116) و (1"7). 
© أيتقاطع المستقيمان (©717) و(77)؟ هل تقع النقاط 7 وال وك و"'/ 











© تقاطع مستقيوات ومستويات 


نُعطى في هذه الفقرة جملة متجانسة (/,0:7,7). 





لنتأمل مستويين 0 ح 0 امن ل بوث + هبه : 2 و0 ح ول ل مره لل بهرة + دوه : 72 . يمكنناء من 
حيية الميدأ» معرفة إذا كان. هذان. المسنتويان -متوازييق. أو .متقاطعين انطلاقا.مخ. كون. الأشيعة الناظمة 
علبهما .مرقيطة خطيا أو غير كلك وعلى :وجه الخصبوصن» .عندما يكون. هذان, المستويان. متقاطعين» 
نحصل على إحداثيات نقاط التقاطع بحل الجملة المكوّنة من معادلتي المستويين. لهذه الجملة عددٌ لا 
نهائي من الحلول ممثلة بنقاط المستقيم 4 الفصل المشترك للمستويين 72 و(72. 
يُلخّص الجدول الآتي الحالات المختلفة لمجموعة حلول الجملة (5) 

ل ا ل ل ل يم )3١‏ 

1 0ك رحد جره حا وين -ك ناوه 


المستويان منطبقان المستويان متوازيان ومختلفان المستويان متقاطعان 


حلول الجملة (5) كل ثلاثية | ليس للجملة (5) حلول. |حلول الجملة (5) هي نقاط ل 

(02,:) تكون حلا للمعادلة المستقيم 4 ليس معرفاً بتمثيل 

(0) (أو (2)). وسيطيء بل هو مجموعة النقاط 
(1/,2,:) 11 حيث (2:,1/,2) هي 
حلول (5). 





3.. تقاطع مستفيم ومسنو 

0 2 0 ح- ل ل يوم ل روم ل رون : مل له شعاع ناظم 208:6 ومسقهنا ىم موجه بالشعاع 
(.2)0,8 ويمر بالنقطة (4):,,:.,2 . يمكنناء من حيث المبدأء معرفة إذا كان 28 موازياً للمستوي 
2 أو قاطعاً له تبعاً لكون 7 عمودياً على 7 أو لم يكن. 








(ى) الاتية: 
0 ح- 0 دون عد و6 حل :زم 
منه + آبه ح زد 
+ 81 ح- را 
م2 + 1ه ع م 


يلخص الجدول الآتي الحالات المختلفة: 


تقبل (5) حلا وحيداً ممثلا 
بالنقطة 7. 





من يلومش اص امش لعي 


نتأمّل المستويين 0 -2 م ين +2#: 2 و1-0+ج -بي2 + : 2. تيقّن أنّ هذين 
المستويين متقاطعان» ثُمَ جذ تمثيلاً وسيطياً لفصلهما المشترك 0. 


مرتبطين خطياً لأنّ مركباتهما غير متناسبة» إذن المستويان 72 و2 متقاطعان. تنتمي (1,2,:ه)11 إلى 
0 - 2 دخ به حل :22 

00> 1 ب سروه ١‏ 

لحل .هذه الحملة» سثعمل طريقة الحذنب بالتعويصن» فتعثر مكلا عن 2 دوعن بدلالة ع : 

ب رادو جح رو ل :و2 4 سكن 1 2-2 ح رن + :22 


1 جرلم جحيم 
47 م + - ر 5-257 م ح رك م 1-مّ ح 2 ل :هر 


4 إذا وفقط إذا تحقق الشرطان: 


ومنه 12-1 -# وج1 - ن. يأخذ المجهول 2 أيّة قيمة حقيقية. يمكننا إذن أن نرمز إليه بالرمز 


7 - :2 تسهيلاً للكتابة ليصبح انتماء (711):,1,2 إلى 7 مكافئاً للشرط 


1 عم جح عن 
8[ © 1 . 1ح رن + (0) 
7-37 


فنحصل بذلك على تمثيل وسيطي للفصل المشترك 0. 








نتأمّل النقطتين (2-,4)2,1 و(1,2,1-)2. والمستوي 0 - 2غ + د نع«-2# : 2. تيقن أن 
(4) يقطع المستوي 2 في نقطة 7 يُطلب تعيين إحداثياتها. 


للمستقيم (1/7/) شعاع موجّه (3,1,3-) - 1/87 - #» وللمستوي 2 شعاع ناظم (1.1-,7)2. ونلاحظ 
أنَ 0 د 4- - ٠7‏ 7» فالشعاعان 7 و7 غير متعامدين مما يثبت تقاطع المستقيم (7/,) والمستوي 
5. إحدائيات نقطة التقاطع 7 هي الثلاثية (7,2:,:) حل الجملة الآتية: 





ا 1 لح حم 0 بجت عابو حا روا جود 
كذ دجم 2 ل 37ح بر 2 83 ح بر 
4 جمم جممالم 

1 ح رو .0 ك0 [ لع حدر 
لظا دام 2 83 حدع 2 ]3 حل 


تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (/,0:1,7). 

© في الحالات الآتية تحقّق من تقاطع المستويين 2 و2 وأعط تمثيلا وسيطياً لفصلهما المشترك. 
© 2ح رو عدص : و1 كدر عدي : خاء 
© 3 2 ير حك روحك يوب 78 و 1اك وذ روب ووة + 82 

© في الحالات الآتية» أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم '4 وبيّن إذا كان “04 |0 أو كان 4 منطبقاً 


على '0. 
در 2-1 2 بن 
0 1 - حر 0:1 1 سس ل © 2ح 1 0 . 3 


© في الحالات الآتية أثبت تقاطع المستقيم # مع المستوي 7 وعين إحداثيات نقطة التقاطع. 
© (8 ل ) - 0 حيث (1,2,3-)21 و (1-,8)1,2ء و1 ح دم لدان ل 2 : 2. 


© 4 يمر بالنقطة (1,0-,1)2/ ويوجهه الشعاع 1-27 - 8 و1--- +21 م 
4 في الحالات الاتية ادرس تقاطع المستقيم والمستوي 2. 
1 -2 حبرو [ لو ح بن 
0 1 حر 0:17 ,1 حر ل ره - :10 © 28-1-ح 7ن 0:1 07 حم روبق ل 10:2 
1-37 حدم وحدونت رن 








© تنقاطع ثلاثة مستويات 
تُعطى في هذه الفقرة جملة متجانسة (:/,0:7,7). 
4 . تماطع ثلاثة ميسوراتك 
لنلاحظ أولاً أنه في حالة انطباق اثنين من المستويات الثلاثة تؤول مسألة التقاطع إلى تقاطع مستويين 
وقد درسناها في الفقرة السابقة. لذلك سنفترض فيما يأتي أنّ المستويات الثلاثة 727 و2 و2 مختلفة 


مثنى مثنى. ولتعيين تقاطعها تأتي الفكرة دراسة التقاطع 072 2 أولاً» ثم تقاطع 072 2 مع 72 
بالاستفادة من دراستنا السابقة في حال كون 07 7 مستقيما. نبيّن في ما يأتي الحالات المختلفة: 





4 . الترحمة الجيرية للمسالة 


لتكن 72 و2 و22 ثلاثة مستويات معادلاتها 
0) - ل عد وى حل روب ل :ه00 : م 
0 ح- ول + عون -+ بهو -+ :دوه : 1 
0ك يل حك تيع خا- رووة حد قوم + 2 
تؤول دراسة تقاطع هذه المستويات إلى حل جملة ثلاث معادلات خطية بثلاثة مجاهيل: 
10> وعد ريم عات لم جد 07 
0 2 بر حا رت حك وو -| :04 (ى) 
0 ح يل حل يوون حل برهو حك :4و0 





07 


تقاطع المستويات 7 و77 و72 ل ال ل 


لا توجد نقاط مشتركة 
نقطة مشتركة واحدة 7 حل وحيد (2,7,2) يمثل إحداثيات النقطة / 


نلخّص فيما يأتي الحالات المختلفة: 


تقيم 4 معرّف باثنتين من المعادلات الثلاث | جميع الثلاثيات (2,:,ه) التي تمثل حلول المعادلتين 
اللتين تعرفان /. 


المستوي (حالة ,2 - 2 -ح ©2). جميع الثلاثيات (7,2؛,) التي تحقق إحدى المعادلات. 


يك أيفيد التفسير الهندسي في حلّ بعض جمل المعادلات ؟ 
نعم» فهو يتيح معرفة سابقة لعدد حلول الجملة» مما يجعل التحقّق من صحة الحل الجبري يسيراً. 








1 - ج22 دن لد 
اامكام كان دون 
1 جك يإ سي ران رووانت 


إلى دراسة تقاطع المستويات الاتية: 0ت 1مك ولاب إن عا تق 27 في 0 1 عاد وب زه حك :39 1 2 
و42-1-0 ديه - 2# : 2. وهي تقبل بالترتيب الأشعة الناظمة (2-,7,)1,1 
و(1-,7:)3,1 و(2,4-,2-),7. ولكن ,27- - و7 إذن ,7 و7 مرتبطان خطياً والمستويان 
2 و2 متوازيان. بالقسمة على 2- تأخذ معادلة المستوي ,2 الصيغة 1- ح 22 - ين + ند 
وهذا يبرهن أنَ المستويين 72 و,2 غير منطبقين. إذن تقاطع المستويات 72 و2 و2 مجموعة 
خالية» وليس للجملة المعطاة حلول. 





/ 1 4 ل أ تعيين تقاطع ثلاثة مستويات 
نتامل: المستويات. ٠‏ 
0ع حون حك ووواعء روت : جر 
0 ع 5ل همه دنع -هدة :2 
20ح ريق عا هد - 2 
أثبت أنّ هذه المستويات تتقاطع في نقطة واحدة يطلب تعيين إحدائياتها. 











يتعلق الأمر بالبحث عن حل جبري للجملة 
5 ح رن عد 0ل ب 
ع4 - به -32 (ى) 
ذا 2ح تت ج20 ح يواعد نوه 
لنتبع طريقة غاوسء لحذف :: من المعادلتين الثانية والثالثة نجمع إلى (,,1) ثلاثة أمثال الأولى ونجمع 
إلى (,.1) مثلي الأولى : 


16 5 كح نوكا دك نوت 1 


|| 

١ 

2 

سم 

- 
ايد ري تبي" 


5 ح دوق د21 + بول 


(70) 2 حم در سه (33,7 + 72) 10 ح برق ل رو5 بد (ى) 
(7) 8ح م4 د ن” (27 جد ية) ‏ 8ح م4 دن" 

نمه لحذف ,, من المعادلة الأخيرة (/7) نطرح منها سبعة أمثال (/7). فنجد 
1 5ك بن حل 2 بد زوب 1 :2-5 ينرق مك م2 ] نزوب 
(74) 2 حدم در جم  )70(‏ 2 عدم در بم (8) 
اا (71- 14) 6 ع دوق 


ومنه 0 -ن و1 -. فالجملة تقبل حلا وحيداً (1,0,2) - (7,2.). والمستويات 72 و2 و7 
تتقاطع في نقطة واحدة هي (1,0,2)/. 

تُعطى في هذه الفقرة معلماً متجانساً (0:7,7,/2). في كل من الحالات الآتية نعطي معادلات ثلاثة 
مستويات» حل الجملة الخطية الموافقة وبيّن إذا كانت هذه المستويات تشترك في نقطة فقطء أو في 


مستقيم مشتركء أو لا تشترك بأية نقطة: 


5 جح بع لان ل بون ار حد يوق - 2 - بر 2 
© 1- ح جم ,ه18 ل 2 6 © حا و4 د به - 22 5 
1 حدع دنه حر 2 8 52 - ره3 - رو3 20 
0) دوق لدابه# --226 72 2 ح دوق لاو -22 2 
6 0 كم علد بوذ عد 11 2 0 اعم ل 2 ل نرج 2 
0 - 5 ل ربي4 - رو3 2 3 - 52 ل ع4 - رو3 2 
2 ح يوق انه -222 2 1 عدن بدن دن 0 
© 1[ عع لد 2 لد جع 8 © 1 حعدعمع لدنه2 دجنع 2 
4 ح- 52 ل ع4 - ررق 2 1- ح وق ل ع4 - ررق 2 








06 |ء. 2 


"" المستقيم (7/) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 1 و 8» وبالعكس. وعندما 
8 - 414 تكون 34 مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 2 -2,1) و8,2). 

"ا القطعة المستقيمة [47/] هي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 4 و7 بعد تزويدهما 
بأمثال موجبة (أى .لها الإشارة ذاتها ) . 

"" المستوي (2170) هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط /, و8 و ©. 

"ا داخل المثلث 1/0 هي مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط 4,. و78 و© بعد تزويدها 
بأمثال موجبة تماماً (أو لها الإشارة ذاتها ) . 


مند -1- 01 ح- تق 2 
(©,7)0,0 يُكافئ القول 12 ع ؛ , بن + /5 - ,7 !ء هذا يعبر تحليلياً عن المساواة #/ - /11 . 
م2 + 61 ع م 


"ا كل قيمة للوسيط + تعيّن نقطة ونقطة واحدة فقط من المستقيم 0. 
"" بعد تزويد الفضاء بمعلم متجانس» تؤول مسألة دراسة تقاطع مستقيم ومستوء أو تقاطع عذة 
مستويات إلى حل جملة معادلات خطية. 


0 


"" لإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة فكر بإثبات أنّ إحداها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين 








الأخريين. 

"ا لإثبات وقوع أربع نقاط في مستو واحد فكّر بإثبات أنّ إحداها مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط 
الأخرى. 

" تذكر أن التمثيل الوسيطي لمستقيم يعطي مباشرة شعاع توجيه له» وإحداثيات نقطة منه. 


5 المعادلة 0 ح ل ل بوم ل رو6 ل :و0 ليست معادلة مستقيم في الفراغ بل هي معادلة مستو فيه. 








ّ 
اسه 


اد 1 مستقيمات متقاطعة في الفراغ 
© خواص عامة خواص رباعي الوجوه 
ليكن 17707 رباعي وجوه ما. ولتكن © مركز الأبعاد المتناسبة 
لرؤوسه مزوّدة جميعها بالأمثال 1 ذاتها. وليكن 2 مركز ثقل المثلث 
7 . وكذلك ليكن 7 و 7. منتصفي [178] و [(/©] بالترتيب. 
© نسمى القطعة المستقيمة التي تصل الرأس بمركز ثقل الوجه المقابل متوسطا في رباعي الوجوه. 
نهدف إلى إثبات تلاقي المتوسطات جميعها في نقطة واحدة هي النقطة © . ولهذا نسمّي © مركز 
ثقل رباعي الوجوه. 
0. استعمل الخاصة التجميعية لتثبت أن © تقع على [41] وأنّ 1 ة - 16 . 
. أثبت بالمثل أنّ © تقع على المتوسطات الثلاثة الأخرى. 
© نهدف في هذا السؤال إلى إثبات أنّ القطع المستقيمة الواصلة بين منتصفات الأحرف المتقابلة في 
رباعي الوجوه تتلاقى أيضاً في 6» وأنَ © تقع في منتصف كل منها. 
. أثبت أننّ © هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (2,/) و(7,2). واستنتج أن © تقع في 


ل فا ٠.‏ 


منتصف | ل1]. 





ع 


أثبت صحة الخاصة المشار إليها في ©. 
ليكن (1707, رباعي وجوه ما. ولنعرّف النقاط 7 و © و7 و 5,. كما يأتي : 
0ح لل لله ع 0 وك 11 و0 ب 115 
5 4 5 4 
نريد إثبات تلاقي المستقيمين (20) و (725). 
©0. أثبت أنّ 72 هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (8,4) و (0,1). وأنَ © هو مركز الأبعاد 
المتناسبة للنقطنتين (4,1) و (10,35)+ 
ليكن © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,1) و(8,41) و(1,©) و(72,3). بين أن © تقع على 
المستقيم (770). 
© أثبت بأسلوب ممائل أنّ © تقع أيضاً على (25/)» فالمستقيمان (70) و (125) متقاطعان. 
© لتكن 7 منتصف [460]. أثبت تلاقي المستقيمين (76) و ((87)» وعيّن نقطة تقاطعهما. 








(ألقاد 2 بعد نقطة عن مستو 


جا با با 


نتاكل في معلم متجانس (0:1,7,8) النقاط (4)0,0,0/ و (27)0,5,0 و(عء,00)0,0) حيث © و6 وءع 
أعدادٌ موجبةٌ تماماً. نهدف إلى إثبات علاقة بين بُعد 0 عن المستوي (180) والمسافات /0 و 078 


و 0()2). 





00 0. أثنت أن الما معادلة للمستوي (248)00). 
6 0 
© لتكن 7 نقطة تقاطع المستقيم 4 مع المستوي (480). 
احسب إحداثيات 77 بدلالة م وموع. 


تحقق أنّ 7 هي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث ‏ 1/780 . 











ييه غرينات ومسائل 


6 ليكن (17007/ رباعي الوجوه. وليكن هكذا حقيقياً: و/ منتصف [|7/] و/. منتصف 
[0]. النقطتان 5 و ”7 معرّفتان بالعلاقتين 472ه - 48 و 80.ه - 87 . وأخيراً 5 هي 
منتصف [|"171]. 

© تحقق أنّ 77 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (» -4,1) و (727,0)» وكذلك أنّ النقطة "1 
هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (© -2,1) و (0,0). 
©. أثبت أنّ النقطة 77 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (ه -4,1) و(ه -8,1) و (0,2) 
و(1(,6). 
7. استنتج وقوع النقاط 7 و 7 و 77 على استقامة واحدة. 


© ربباعي وجوه. أثبت في كل من الحالتين الآتيتين أنّ النقاط 11 و8 و © و (/ تقع 
في مستو واحدء ثم وضّع النقطة /1 . 
© مط ح م1ز + قهلة + ااا . 
© 316 - 211/1 - مره + 8لة . 


ا([ تعطى معلماً متجانساً في الفراغ (0:7,7,6). تُعطى النقطتين (4)1,0,0 و (3-,8)4,3 . 
0 أتكون مجفوعة. النقاط. 37 مراك الأبعاك المتتاسية للنقطتين. (نهت 1ق ).وى (تمرظ): .عندما 
تتحوّل »© في 18ء هي نفسها المستقيم المار بالنقطة 1 وشعاع توجيهه  /‏ 7 | 7 ؟ 
© أتكون مجموعة النقاط /1 مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط ( - 2 -4,1) و(8,2) و77 ,0) 
عندما تتحوّل ‏ و, في 18ء هي نفسها المستوي المار بالنقطة © ويقبل 4 و7-786 
شعاعي توجيه؟ 
© ليكن 1/807 رباعي الوجوه. وليكن 7 مركز ثقل المثلث , 
00 . و 7. منتصف [47/] و7 نظيرة 1 بالنسبة إلى 7. عبر 
عن 7 و7 بصفتهما مراكز الأبعاد المتناسبة للنقاط / و2 7 
و © و7 بعد تزويدها بأمثال مناسبة. 


0 








© الوفوع على اسنتامة واحدة 


تقل المثلث 1770.. أثبت أنّ النقاط 7/7 و7 و7 تقع 


على استقامة واحدة. وعيّن موقع 7 على [2175]. 
5 نحو الحل 


# الفكرة الأولى التي تخطر لنا هي محاولة إيجاد ثابت م8 يحقق 527 - 22ء يبدو هذا صعباً 
للوهلة الأولى» ومنه تأتي الفكرة المعتادة القائمة على تحليل أحد هذه الأشعة أو جميعها والاستفادة 
من غلاقة شالء أثيت انطلاقاً من تعريف. , أن ورج ند 726 بد رد ت رررة. 

55 ولكنّْ 17701(171”0171 متوازي سطوح. استفد من ذلك لتبرهن أن 


يبل د ف يي د أ جه لد 0 اجهد 


اليل كك 1زرل عزه )رار حا 1ر1 





يمكننا أيضاً التفكير بطريقة تحليلية. لإثبات الوقوع على استقامة واحدة لا نحتاج إلى معلم 
متجانس. لذلك نتأمّل المعلم (1(:1(/,120,1(17). 
1. أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم (71). 
2. احسب إحدائيات النقطة [. 
. تحقق أن 7 تقع على المستقيم (2/7) وعيّن قيمة + التي تحقق "71+ - 1( . 


تعبين دتَطْق ذلاقى مسثقيمات 


نتأمّل رباعي وجوه 1/801 . لتكن : من ]10,1[» ولتكن 7 و 0 و7 و :, النقاط التي تحقّق 
ح- 40 ,همه ع صم 

8 - 09 ,07ج - 07 

النقطتان 7 و 7. هما منتصفا الحرفين [461] و [(87]. أثبت تلاقي المستقيمات (17) و (777) 


و )005 في نقطة واحدة. 








6 
نعرف فعالية الخاصة التجميعية في حل مسائل التلاقي» وفرضيات 
مثل. ‏ اراح 2م تعني أنّ 7 هي مركز أبعاد متناسبة 

للنقطتين 4 و2/. 





1. بيّن أنَّ 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين (:ه -2,1) و (:78,2). 
١‏ تأمّل إذن النقطة © مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط ( -4,1) و (نه -6,1) و (ته,8) و (ته,2). 


1. أثبت استناداً إلى الخاصة التجميعية أننَ © تقع على كل من القطع المستقيمة [7/7] 
و[05) وإل]]. 
3 ماذا تستنتج؟ 


نما إلى الأماء ©6 


الفلعة اليمقيية اننا اتحلق 01 - ,01 . ل نضا رن 
منتصف [80] . نعرّف 6 مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (4,2/) و(8.1) و(0,1) و(72,2). 
© . أثبت أنّ النقاط © و 7 و /. تقع على استقامة واحدة. 

أثيت ا ل تل اله 





نتأمّل رباعي وجوه 1707 . والنقاط 7 و© و7 هي نقاط تجعل 4820 و (27801/ 

و 10771 متوازيات أضلاع. نهدف إلى إثبات تلاقي المستقيمات (7(2) و(00©) و (7717). 

© +. أثبت أنّ النقطة 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-,4) و (8,1) و (0,1). 

عبّر بالمئل عن © بصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط 1,. و8 و2/. وكذلكء عبّر عن 7/ 

بصفتها مركز أبعاد متناسبة للنقاط 4 و0 و72. 

© بالاستفادة من نقطة /» وهي مركز أبعاد متناسبة مُختارة للنقاط , و8 و© و/» ومن 
الخاصة التجميعية» أثبت تلاقي المستقيمات (77) و(00©) و (/7)» وعيّن موقع 7 على 
هذه المستقيمات. 








(9© نتامر ثللاث نقاط مم و2 و2) من الفراغ» وعدداً حقيقياً 7 من المحال 11 -]. ترمز 478 إلى 
مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1 + 2/ب4) و(8,2) و(#-,0). 
© مثل النقاط 1,. و8 و© و7 منتصف القطعة المستقيمة [80]» وأنشئ النقطتين ,© 








00 ): 
© ». أثبت أنه مهما كان العدد # من [1,1-] كان 786ب ح ,46 . 
2 ك1 
. ادرس تغيرات التابع / المعرف على المجال [1,1-] بالصيغة ل - (م)/. 
27 + 1 


©. استنتج مجموعة النقاط ,6 عندما تتحوّل # في المجال [1.1-]. 
© عيّن المجموعة ؟ المكوّنة من النقاط 14 التي تحقّق 
| 110 + قل - ملةد| - | 110 - قرزز + 11د | 
© عيّن المجموعة 2 المكوّنة من النقاط 14 التي تحقّق 
|[ 110 - ظلة - ملطد| - | 110 - تلز + الود | 
© نزوّد الفضاء بمعلم متجانس (,0:17). ونفترض أنّ النقاطا 4 و8 و©2 معطاةة كما دأكى! 
(4)0,0,2 و (1,2,1-)82 و (1,2,5-)2» وأنّ ,© وت و 2 معرّفة كما في السابق. 
احسب إحداثيات النقطتين ,6 و , 6» وأثبت أنّ المجموعتين 5 و2 متقاطعتان. 
احسب نصف قطر الدائرة ”1 الناتجة من تقاطع المجموعتين 5 و 2. 


ناكل معلماً متحانسا 10:62:628,061ء ليكن. 6 هركز تقل المخلك :86 إن 


© احسب إحداثيات 6» وتحقّق أنّ (006) عمودي على (2180). 
© تعرّف النقاط (4/)2,0,0 و (2')0,2,0 و (0')0,0,3 المستوي (2')07'كل). 
4. اكتب معادلة للمستوي (8'07'/ك4) . 
1 1 جل عت 1ح رن 
أثبت أنْ (14):,20,2 تنتمي إلى المستقيم (2160) إذا وجد عدد 7 بحيث 0-7 ١‏ 
». احسب إحداثيات النقطة 7 المشتركة بين المستقيم (600) والمستوي (21'72"07). 
© »4. احسب إحدائيات النقطة 7 المشتركة بين المستقيم (276©00) والمستوي (28/07'//). 


7 أثبت توازي المستقيمات (42) و (/24/'28) و (161). 
© عيّن تقاطع المستويين (170) و (1/77707) بدلالة النقاط المعرّفة سابقا. 








11 ليكن [1801(171”01 متوازي مستطيلات فيه 2 - 7// 





و1- 00 - 820 . النقطة 7 هي منتصف [47] و/. هي 
منتصف [06] . 
نتأمّل المعلم المتجانس (1/7 ,18,17 4:1). 
لاحب السدافتين 17 ال 
ق أنت أن الستقيمين. 171 و 10 ) متعامدان ١‏ واحسب 1010 ووه 
© ». أعط معادلة للمستوي (1(17). 
7 احسب بُعد 77 عن المستوي (1(17). 
© احسب حجم رباعي الوجوه 177717 . 
© +. أعط تمثيلاً وسيطياً للمستقيم 7 المار بالنقطة 7. عمودياً على المستوي (71171). 
7 احسب إحداثيات النقطة '7. نقطة تقاطع المستقيم 7 والمستوي (77771). 
©. جد بطرائق مختلفة بعد النقطة 7. عن المستوي (77/(1). 
في معلم متجانس (0:7,,7)» نتأمل الهرم 5-0480 حيث 04-7 و7 + 7 - 08 
رار مر ردان وليكن / عدداً يحقّق 1 > + > 0. نهدف إلى تعيين مقطع الهرم 
بالمستوي 7 الذي معادلته + - ن + :ه» وتعيين قيمة + التي تجعل مساحة المقطع أعظمية. 
© 4. يقطع المستوي 2 المستقيمات (0) و(00) و(950) و(58) و(/9) في / و/ 
و7 و © و 71 بالترتيب. ارسم شكلا وبيّن طبيعة هذا المقطع. 
أثبت أنّ الرباعي 7077177 مستطيلء وعبّر عن مساحته بدلالة /. 
©. احسب إحداثيات النقطة 6» تُمَ مساحة المثلث 7677 بدلالة /. 
#. استنتج عبارة (/)4. مساحة المقطع المنشود بدلالة /. 
© ادرس اطراد 4. على المجال ]0,1[» واستنتج قيمة + التي تجعل مساحة المقطع أعظمية. 
© استنتج أنّ المستوي المار بمركز ثقل المثلث 0,40 ويقبل 40 و05 شعاعي توجيه يوافق 
مقطعاً أعظمي المساحة. 








الأعداد العقدية 


(© جموعة الأعداد العقدىة 





© مراف قعدد عدي 

ن©) اشكر المثثي لعدد عقدي 

خواص طودلة عدد عمّدي ونراودته 

ئ الشحكل الأسي لعدد عدي 

6 المعادلة من الد مرجة الثانية ذات الأمثال احقيقية 











في القرن السادس عشرء استطاع رياضيّاتيو عصر النهضة في أوروبا مثل 
كاردانوق ممققئيوه وبومبل نااعطدده8: لأوّل مرة حل معادلات من الدرجة 
الثالئة والدرجة الرابعة. ولكن لتعيين 000 حفيقة لمثل هذه المعادلات» كانوا 
سماوة اعداد أغريبة لست كالأعداد ١‏ . وهكذا ركه ومبل أنه بالإمكان 
بال 4ك ون اييد سد ريك 7 بالصيغة الاآتية 


2ك | ترص هودن نيبن اترطيمئن0 
موضكاً بذلك أنه يمكن التعبير عن الأعداد الك 


كانت عملية أخذ الجذ لجذر التربيعي لعدد سالب عملا يه بتطلب الرأة! كف هذا 
الإقدام بنتاحخ إيجابية يا جعل الئاس أكثر ثقة باستععال هذه الأعداد التخيلية. 





وفي منتصف القرن الثامن عشر اقترح أويلر 8116# استبدال الرمز 8 
بالكتابة 01-1 فصار [جب 2ت 2ع وبان دالمبير أن جميع | الأعداد التخيلية التي 
جرى اختراعها (والتئي أساها غاوس 5) الأعداد العقدية ) تكتب بالشكل 
0641-0 حيث © و6 عددان حقيقيان. 








الأعدادالعقددة 


3 انمطزاقة تمزه 

لنتَأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي. إذا كانت /1/ نقطة 
مختلفة عن 0 أمكننا تعيين موقع /1 بواسطة بُعد /1 عن 0: 
- ” والزاوية (/01,#) - 6. في حالة نقطة /1/ مختلفة عن 0 





نسمي الزوج (0,) الذي يحقق 011 - ” و (/2,01) - 0 زوجاً من 
الإحداثيات القطبية للنقطة /1. ونعبّر عن ذلك بالكتابة (1/):0. واذا 
كانت الإحداثيات الديكارتية للنقطة /1 هي (7:,) كان: 
مصعم عدن 0همو” عدن توس توأ دم 

لن نستعرض إنشاءً دقيقاً من وجهة نظر الرياضيات لمجموعة الأعداد العقدية التي يُرمز إليها عادة 
بالرمز © . ولكننا سنعتمد مقاربة قريبة من مُقاربة غاوس الذي كتب في رسالة تعود إلى عام 1811 ما 
يأتي : مثلما يمكننا تمثيل مجموعة الأعداد الحقيقية بواسطة خط مستقيم.... كذلك يمكننا أن نتخيل 
الأعداد الحقيقية والتخيلية ممثلة بواسطة مستو حيث توافق كل نقطة محذدة بفاصلتها 0 وترتيبها 0 
العدد العقدي 10 + 2...0 ويقترن اسم الرياضياتي السويسري آرغان 0<مع87. الذي عاش في الفترة 
1768-9 بهذا التمثيل للأعداد العقدية. 


© التمثيل 
نشائل جلما عمتجا 03 ني كتين أن. محر النواصل. يعلل 
مجموعة الأعداد الحقيقية 18ء وعليه يُمثّل العدد الحقيقي ‏ بالنقطة 
(0.:)/. ونصطلح أنّ كل نقطة أخرى في المستوي هي أيضاً عدد. 
ولكنه ليس عدداً حقيقياً معتاداً بل عدد عقدي. 





© نصطلح أنّ النقطة (0,1). تمثل العدد العقدي الذي يُرمز إليه بالرمز . وأنَ النقطة (:,27)0 تمثّل 
الغذد. زه (أو 321 للحظ أن [0روت بن : 
وضع النقاط ,27 و27 و27 التي تمثل الأعداد 3+ ح بو و0« ح وين و(1-)<؛ ح ون 
ثْمّ اكتب إحداثيات كل منها. 
#اما هي الأعداد التي تمثلها النقاط (27,)0,5 و (2-,2777)0؟ 








© نصطلح أنّ النقطة (1/)0,5 تمثل العدد العقدي 40 + م» الذي هو مجموع العدد الحقيقي © والعدد 
العقدي 40. لاحظ أنّ 507 + 001 - /01. 
وضّع النقاط ,11 و ,1/1 و,/1 التي تمثل الأعداد 
2-39 كك رت و دادس اج كارت .و (9-]1هة حل 5 كدوم 
ثْمّ اكتب إحداثيات كل منها. 
ما هي الأعداد العقدية التي تمثلها النقاط (14,)1,2 و (3.2,4-)11 ؟ 





09 الخلاصة : تمثّْل كل نقطة (1/)04,5 العدد العقدي 47 +-4. ويمثّل كل عدد عقدي 
+0 - م بنقطة 1/4 إحداثياتها (6,5). 


© الحساب باستعمال هذه الأعداد الجديدة 


تجري الحسابات على الأعداد العقدية بأسلوب الأعداد الحقيقية ذاته مع إضافة واحدة هي أنّنا عند 
حساب 72 نمع 1-. فمثلاً 
8-24 -(32 -5) +22 + 3) 
2 - 101 + 91 - 15 ح (32 - 5) 22(١‏ + 3) 
(1-)67- +15 - 
21+84 - 
© احسب المقادير الاتية : 


(3قا# 4 حفن (1 عد ناك فر + (31- 4)ب 7 عد اود)ات ور 
38 -72)4 + 2-) ح- 0 (4 -42)3 + 3) - 1 
كه أاحسب ابنا : 
(47 + 213 ع لم 7س ]) ع رآ 
- 0 ,3835ل +1-) حر 


3 احسب بوجه عام (67 + 'ه)(65+ + 6) حيث 0 وه و6 و6 هي أعداد حقيقية. 








© مجموعة الأعداد العقديةّ 


نتأئل معلماً متجانياً 6١‏ [0:0) في المستوى: 


1. الشكل الجبرى للعدد العققدى 

نصطلح أنّ كل نقطة من المستوي تمثّل عددآء نسميه عددا عقدياء 
واحداً فقط. تمثّل النقطة (7/)0,1. العدد العقدي الذي يُرمز إليه 4» وكل 
نقطة (1/)0,5 تمثّل العدد العقدي 7+ + م ح 2ء وعندها نقول إِنّ النقطة 
7 هي صورة العدد العقدي 2. نرمز إلى مجموعة الأعداد العقدية 
بالرمز ©. 

كل عدد حقيقي هو أيضاً عدد عقدي لآنّ 4+0 ح بمء ويسمى كل عدد عقدي من النمط 
(حيث ( عددٌ حقيقي) عدداً تخيلياً بحتاً. وهكذا يمثّل محور الفواصل مجموعة الأعداد الحقيقية 
ويمثل محور التراتيب مجموعة الأعداد التخيّليّة البحتة. 


7 تعرينم 1 

تسمّى الكتابة 7+ + 4 - 2 حيث ٠‏ و 5 عددان حقيقيان» الشكل الجبري للعدد العقدي 2. 

نسمي »0 الجزء الحقيقي للعدد العقدي 2 ونكتب (86)2 - ». 

ونسمي 5 الجزء التخيلي للعدد العقدي 2 ونكتب (2)مآ ح 5. 

القول إِنّ 2 حقيقيٌ يعني أنّ 0 - (12)2 . 

* والقول إن 2 تخيّليٌ بحت يعني أن 0 - (116)2. 

نسمّي طويلة العدد العقدي 2 المقدار 2+ 42/. -|2| وهو يمثّل الطول /01 بُعد النقطة 
(11)0,0 عن المبدأ 0. 

وأخيراً يتساوى عددان عقديان إذا مثّلا النقطة ذاتها في المستوي أي '(: + '/م ح (: + ه إذا 
وفقط إذا كان ٠”(‏ ح » و/ث ح 6). 





0" فواعد الحسابقى 0( 


نصطلح أن 2-1 -«. 
* نزوّد مجموعة الأعداد العقدية © بعمليتين : الجمع والضربء لهما خواص العمليات المماثلة 
في 1#» فقط : نستيدل 1- بالمقدار 1 - 2 عند ظهوره في الحسابات. 








وعليه في حالة عددين عقديين 2 و2 يُكتبان بالشكل الجبري كما يأتي 140+ م - م 
و “5 | 'ن ح كت لدينا 
55 + 16 + (و + »م) - (زة + 'ن) + (17 + م) ع او لاع 
(507 ل 'قم)ة + "65 - أون ج- (257 ل 'ن)(6ة ل م) ح بويع 
استناداً إلى قواعد الحساب المشار إليها أعلاهء في حالة عددين حقيقيين + و( يكون 


7 + “م ع 2525 - رن + 5و - كن ع (15 - م)(15 + م) 


9 من المفيد ملاحظة أنّ 
27)ع8 + (زعا)مظ ع ع + يامعظ و ('2اصآ + (ع)مصةآ ع (2 + ع) مآ 
ولكن من الخطأ الاعتقاد أنّ الجزء الحقيقي لجداء ضرب يساوي جداء ضرب الجزأين الحقيقيين مثلاً كما 
توضح ذلك قاعدة الضرب. 
لكلا تكريما للفمم 
رس ما الشرظ 'لتكوت الكتابة 40 د م شكال جبرياً لعدد عفدي ؟ 
يجب أن يكون ٠‏ و 5 عددين حقيقيين. لأتهما في الحقيقة فاصلة وترتيب النقطة 11 التي يمثلها 
هذا العدد العقدي. 
_- لماذا نستعمل الرمز |2]| للدلالة على طويلة العدد العقدي 2 ؟ 
لأنَ هذا المفهوم يُعمّم مفهوم القيمة المطلقة لعدد حقيقيء. فكل عدد حقيقي + يُكتب بالشكل 
0+ م - »ء ومن ثَمّ تكون طويلته 0/42 وهي كما نعلم تساوي القيمة المطلقة للعدد 0. 
إذن القيمة المطلقة لعدد حقيقي تساوي طويلته إذا نظرنا إليه بصفته عدداً عقديا. 
ا ما عكس عدد عقدي ؟ 
إنَ عكس العدد العقدي 40 +6 -2 هو (4-م - دعق لأنّ 0 ح (15- »-) + (5: + 4). 
وهندسياً النقطة '/1 الموافقة للعدد 2- هي نظيرة النقطة 14 (الموافقة للعدد 2) بالنسبة إلى 
المبدأ 0. 
- ما مقلوب عدد عقدي غير معدوم ؟ 


ا عقاوب مده السترى 0 2 ب حينا 0ض 2 هر الحدد - 2 كن ذا اليد ابسن 
1 7# 0 2 


موضوعاً بالشكل الجبري المألوف لذلك نضرب البسط والمقام بالعدد 17- 0» مستفيدين من 
الخاصّة التي رأينا ها سابقاً : *0 + 2م ح (15 - 0()4: + 4). لنجد 


٠. 


م 0 6066© 1 








0ه 5ك 0 
بك 2ن “ن بد كن #راعل “ن 2 











ا سبدي ه 


نضع 21+ 3 ح به و2-1 ح ب,ج. اكتب بالشكل الجبري كلا من الأعداد العقدية الآتية: 


1 1 
و2 + 7 واوهرة و - و --. 


6 


" نلاحظ أؤلأ أن 4+ 5 - 2 - 2) + (2 + 8) ح يه + ,2 . 





وكذلك 4+ 8 ع 44-27 + :38 - 6 ع (20()2-1 + 8) ع رقره . 
" العدد العقدي 2 غير معدوم إذن له مقلوب ولدينا 

ل غ1 رط 

15 4 ل 0 27 ل 3 2 














© ليكن 2 عدداً عقدياً تمثله نقطة 1/1 في المستوي. وليكن 0 +2 - 2 
و44 + + 3 ح د ره. اكتب ,2 ويج بالشكل الجبري في حالة 4 - /1 أو 
- 11 أو © - 14 . حيث 1 و 87 و © مبينة في الشكل المجاور. 





© في حالة عدد عقدي 2 نضع (614- 4) + 5:(2 - 4) - 122 - ]) - 5م - (2)2 . احسب كلا 
من (20/ و (2-)22/ و (20 - 12)3/. 


ل بفخكل - 
و7 7 
© أعط الشكل الجبري للأعداد العقدية الآتية: 








ع و © *(1 + 1) ع نه. 




















0 (220[)03-920) 2 اه © “هك 1) بك ره 

© - 1) - © 201-22 +1) ح يم 

© (قل- 5()3ل + 3) داع © 37 -4) عد به 

رك 27 0 1 0 
17 ل دق 2-7 

5 1 0 5 للك | نكم ]| - و 
7 - 3 #7 ل 3 7 ل 3 )377 --2 








© مرافق عدد عقدىي 


2 المتعريف 


7 تعريونم 2 


إن مرافق العدد العقدي 17+ 0 - م حيث 0٠‏ و5 حقيقيان» هو ((:+م)/1+ م 
العدد العقدي 15 - 0 الذي نرمز إليه 2. [ 
لاحظ أنّ النقطة '/71 الموافقة للعدد العقدي 40-م - 27 هي ! 
نظيرة النقطة 1/2 الموافقة للعدد العقدي 7 + ٠‏ - : بالنسبة إلى اه 2008ظ 
محور الفواصل. ونلاحظ أن || ح اء| لأنّ "011 - 01/1. 

فمثلاً في حالة 14+14 ح ,2ه و3 ح ,ه و24- ح ,2 لدينا 1-4 - 2 و3 ح ,2 و26 ح ,2. 











2 ساح مباشرة 


" إنّ مرافق العدد العقدي 2 هو العدد العقدي 2 ذاته 2 - (2). 


إذا كان 7 + م - 2 وه و5 عددان حقيقيان كان 20 - 2 + م و27 -ح 2 -2:2 إذن 
لتقي ورور بي لخت كرويوين 
2 27 
نستنتج مما سبق أنّ العدد العقدي 2 يكون حقيقياً إذا وفقط إذا كان 2 - 2» وأنّه يكون 
تخيلياً بحتاً إذا وفقط إذا كان م ح ج. 


وأخيراً لأن 2/2| - 52 + 2م ح ((: - 4م)(6: + م) ح جه استنتجنا العلاقة الأساسية: 


© مبرمنة 1 


© إن مرافق مجموع عددين عقديين يساوي مجموع مرافقيهما : 7 + 2 ع نه + م . 











“ا د م2 





بن ظ . 5 .4 5 5 5 .4 ..., - 
© إن مرافق خارج قسمة عددين عقديين يساوي خارج قسمة مرافقيهما : - || 0د ر. 
0 


© لنفترض أنّ 6 + 0 دع و 0 لح ح نه عندئذ (0 +167 دم دن ع نن لاع ومن نم 





سه + 2# عن م +7 - ن - ر(ل +16 سملن ح ن ل اع 








ملاحظة : يمكن تعميم الخواص السابقة دون عناء على مجموع 7 عدداً عقدياً أو جداء ضرب 7 
عدداً عقدياً. وبوجه خاص لديناء في حالة عدد طبيعي غير معدوم 7: 
"(2) ح ("م) 





-- ما الفائدة من استعمال مرافق عدد عقدي ؟ 


إنّْه يفيد في حساب الشكل الجبري لخارج قسمة بسبب كون العدد 22 عدداً حقيقياً. 
" ويفيد في إعطاء شرط لازم وكافب ليكون عددٌ عقدي ما حقيقياً أو تخيلياً بحتاً. 
حساب الشكل الجبري لخارج قسمة 
اكتب بالشكل الجبري كلا من الأعداد العقدية الآتية: 
7 2 1 1 
رو 5 40 5 وبع ورو 253 


9 لحساب الشكل الجبري لخارج قسمة نضرب كلاً من البسط والمقام بمرافق المقام. 














لما كان مرافق 24 + 3 يساوي 28 - 3 استنتجنا أنّ 
4-7 _”حه «6-2ن- 6 _ 
13 13 9+4 «872203-22) 1 
وكذلك في الحالة الثانية : 





341 0 000 ا 
ك 8 روحاة). (اجم )راس 05 5 
83 1 8+4 :4-2 _هو+ة 20-1 











1 - 0 
0ض 10 10 10 1 94 1 لبل4 





و ٠.‏ تحدووجم 


© اكتب بدلالة 7 مرافق كل من الأعداد العقدية 7 الآتية: 


2-0 5 

0 يريبير 
22-1 

© :1-3 ج02 ددج دا © 7( 1-2 1) ع 27 


© حل كلا من المعادلات الآتية بالمجهول 2: 
0 2 - 22 ار © 34-37 حداجع ل م21 
1ح 


1 > م 





- © 22 - 2-1 © 











© الشكل المثلثي لعدد عقدى 


في هذه الفقرة وفي الفقرات اللاحقة نزوّد المستوي بمعلم متجانس (0:7,7)» حيث 7 - 01 
وال بح إل 

نقرن بكل نقطة (11)0,5 العدد العقدي م - 15+ »4. ولكن إذا كانت // 
مختلفة عن © كان للنقطة 14 إحداثيات قطبية (0:)» حيث 


تو ولت الا دمر بو 0111 07) حم 





موه هو 
٠‏ 


نسننتج إذن أن 0556© ع ه و26زهةم ح ق» ومن تم 


7 تعريوم 3 


ليكن. 2 عدداً عقدياً غير معدوم: 6 +0 ح جع حيث وه عددان حقيقيان أحدهما على الأقل 


(0طزو1 ل 0ومن)” ح ع 





غير معدوم. 
نسمي زاوية للعدد العقدي ع » ونرمزها 2ع21» أي قياس بالراديان للزاوية 001/1١‏ ,01). 
" نسمّي الصيغة (15120 + 7)60050 ح : الشكل المثلثي للعدد العقدي م حيث 


22 ب 
٠ 09‏ 


انطلاقاً من (0نته: + 0و0ه)7 ح ج نلاحظ أنّ 
((0-)مزوة + (0-ا)ومعن)” - (10زو1 - 0ومن)م - 
(( ل )صنو1 ل زع ل 0)وم»ن)” ع (0 طنزو1 - 0 ومن -ا)م دنع 


| دم يي (و2) 0 ح يعن ا 


٠| 


إذن 


47 نتيية 


في حالة عدد عقدي :2 شكله الجبري 77 + 0 وشكله المثلثي (0 2ته: + 0 ومع)": 
" عند معرفة 7 و6 يكون 7»050 ع 0 و0(زوم ح ز. 


8 عند معرفة 0 و6 يكون 7ن + مله داع| د م». و 6 هي معرّفة بالشرطين 


2 38 ح ح مع 051‏ و بعرو دعم ح (زموساع :1ح . 





0 0 
ع ومح و- -حع 51110 
1 0 


.2 تذكّر أن الكتابة (27) بي ح 6 تعني أنّ 27# ل ب ح 6 حيث #/ عدد من‎ ١ 








1 , ء 
إذا كان 1-4 -غ2 كان 2/ه دم و جه - 6ومن ول -ح ن:2رززو. إذن يمكن أن نختار 
و 0 


5 دم زاوية للعدد العقدي 0 نن ([2-) صنو + زع -)ومه) 2ل اع 


إذا كان زع ) مزه: + زعة ) ومه )2 - ث2 كان 1 +3/. 2 


2 د« 
09 7 0 5 


إذا تساوى العددان (1260ة1 + 60وم»ع)7 ع :ث و ('0 2زو: + '6ومع)”7 ح “2 وهما مكتوبان بشكلهما 
المثلثي كان “” ح م و(002 ح 0» لماذا؟ 
بي ما فائدة الشكل المثلثي لعدد عقدي؟ 
تفيد هذه الصيغة بتوضيح الصلة مع المعنى الهندسي للعدد العقدي» عن طريق تفسير الطويلة 
بدلالة البُعد عن المبدأ والزاوية باعتبارها قياساً لزاوية موجهة بين أشعة. 
وهي كما سنرى مفيدة في إيجاد طريقة فعالة جداً لحساب جداء ضرب الأعداد العقدية» وقواها. 
0-6 متى لا ثمثّل الكتابة (© مذوة ل 7)0056 ح بع دوماً شكلاً مثلثياً لعدد عقدي؟ 
عندما لا يتحقق الشرط 0 < . فمثلاآً في حالة (78120 + 0وم2)0- ح ع نكتب 
((7 ل 2)06زوة ل زع ل 0)وم»)2 ع (0 نزو1 - 0 وم -)2 ح ع 
فنستنتج أن 59> ]|2| و (9#اعوعد 80خ بر وحه 
0 ما الخواص التي تجب معرفتها بشأن زاوية عدد عقدي؟ 
في حالة عدد عقدي غير معدوم 2 
يكون 2 حقيقياً إذا وفقط إذا كان (+2) 0 -ح مع:رم أو (20) + ح معنرح . 
يكون 2 تخيلياً بحتاً إذا وفقط إذا كان (27) 7 - معنره أو (22) 5 ح معدم . 


8 ولدينا وي (2) معنو - - معنة و (ع2) ع لل معنو - (وح)ع]”1ج . 








الانتقال من الشكل الجبري إلى الشكل المثلثي وبالعكس 


© ليكن + + 3/. ح بع. أعط الشكل المثلثي للعدد ,2 . 
© ليكن , العدد العقدي الذي طويلته 3 وزاويته 2 . أعط الشكل الجبري للعدد ,2. 


(6 للعدد 2 الشكل 6 + 0 حيث 3 دم و1 -. إذن 2 - 5م ب 2م/ه ح مء الزاوية 20 تتعين 





5 له 1 : 7 . 000 
بالشرطين 0 ع 0 وم» ار ح 6صزه . إذن (62) ل" - 6. ومنه (2 صزة ة + 2 وم2)6 حرا لقره 
.3/2 3/2 00 
(2 هنا لدينا 83 .حت -- ح 6 إذن : 7 ا 0 - ([2-)صتة: + ([-)ومه)3 ح ودء 


© مثل الأعداد الآتية في المستوي العقدي, ثم أعط زاوية لكل منها انطلاقاً من اعتبارات هندسية 

ودون إجراء حسابات. 

3 + 44-513 -3,31,4-,5 :1 -1- ن + 1 

© اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد العقدية الآتية: 

0 02 ل ولام د ع 8 83 مل 2 ح ره 

6 7 4 ح وه بك 1 ح- 
1 َك 2 6 ْ 4 -. 
4 4 1-7 
© في الشكل المجاور مثَّلنا في معلم متجانس مربّعاً (1701/ ومسدساً ”177010171 . أعط الأعداد 


العقدية التي تمثل كلا من رؤوس كل منهما. 





© 


و 





© في كل من الحالات الآتية» عيّن مجموعة النقاط /3 التي يحقق العدد العقدي 2 الذي يمثلها 


ل 5 2 2:18 © 0 ح يع نارح 
© ع ح معمارح 0 8م 


© 2- - (باء] زق 1 








خواص طويلة عدد عقدى وزاويته 


© مبرهنة 4 


أي كان العددان.العقديان. غير المعدومينت 2 و '/ كا 
الداع اه ع | انقه1 وى (0) اتوتزة عد تعره ع د افده 
لنفترض أنّ (60صنوة + 6ومع)7 ع هع و ('0 صنو1 + '/60وم»)"7 ح انم حيث 


8ح بق جره -10 واكواح ثرو وى ارونو حت '0 


67صتةة + '86وم»ع)"” ١‏ (0 صنو1 ل 0 ومع)7 ح ام عاج 
)00 5 6 طذه + '0 حنزة 0 ومء)1 ل ('6 طزة 0 صذه - '0 وم 0س )) 77 
)00 + 2)6ته 2 ل 05 د 0 ) تت - 
ولأنَ 0 < ”م استنتجنا أنّ “عير ح | 'يدع | وأنّ “6 + 6 ع (أعم)ع ناد . 


ليكن ([2) ستة؛ + (2)ومه)2 ح ه و((2-)صزه: + (- )ومه)3 ح '2. عندئذ 


2823-6 د | و35 ك5 
00 4 


ومنه |[ [ع-)صنوة 00 (ع<-اوم»)6 ح أبوور. 


0 ح (أمم) مناه 


ونتبت بالتدريج على العدد ”7 النتيجة المهمة الآتية: 


2 قي ء. 59 5 


أياً كان العدد العقدي غير المعدوم 2» وأياً كان العدد الطبيعي 7 كان 


| 





م -|*م| و (20) مهعمم - ("م)يية 
وبصياغة أخرى». عند وضع (15120 + 0 7)008 - مء نجد 

70 طلوة م 10 |) "م - ((0صتهة ا 0 )| 
ما الحالة الخاصة الموافقة لعدد عقدي طويلته تساوي 1 أي 1 - م فتعطينا 


0 


دستور دومواقر : 151270 + 0570© - (0صنهة + مون ) 








4 . طويلة وزاوبة خارح قسمة عددين عمدبين 


7 هبرهنة 6 


أب كان العددان العقديان. غير المعدوميق 2 و تر كان 


7 


/ 
9 


ال _ 


2) 

1 1 . 

ويوجه خاص ل |1 
| إلا 


لنضع ب - ٠‏ فيكون “ده ح 2ء ومن كم |/2| »“«ا|س| ح || و (2) '#هننه + ماهنده - م عندء ومنه 
م 





و (27) معنتو - عاج 7 ع 
2 











و(27) ناع1و- - | ]ع فى حالة 0 عد نن. 
1 7 


النشحة العرية. 








ليعن ع2 )صنو + زعة )وم )4 ع و([>-)صنة: + ([>-)ومن)3 'بر. عندئد 
5 كا اه 55 -|2-|- - جا 5 
83 83/2 آني|” 6 [6 يا ياد 

ومنه ((8)هتدة + (5ة) )2 # ب 


و ما هي قواعد حساب الطويلة ؟ 
تذكّر أن طويلة جداء ضرب عددين عقديين تساوي جداء ضرب الطويلتين» وطويلة خارج قسمتهما 
هي خارج قسمة الطويلتين. 
ولكن عموماً طويلة مجموع عددين عقديين لا تساوي مجموع 
الطويلتين؛ تأمل عاد بوانت د فو 0 عد ب عحندكن 0 - مها 
و0 <]'2|+إد2اء ولكن لدينا متراجحة المثلث |'2]| + || > |'م + 2| 
المبينة في الشكل المجاور "011 + 01 > 0/1/7 . 


أعط الشكل الجبري لكل من العددين : :(3/ -1) جم و 





عل ان 
78 + 3/م) 


09 عند حساب القوى يُفضّل استعمال التمثيل المثلثي. 








© لنضع 83 1 ح ايزة تلاحخظ أن ااانا 2 دن م 3ه إدخ 


([2-ا)صة: + (ع- )ومه)2 ح “ان 


نستنتج من ذلك أنّ 
| زح -)سنة: + زعة إوون ) 25 - فار حا 
7 - 16 - [( 2 ) سنه: + ( )م ] 25 - 
2 هنا أبضيا تاتحظ اث ([2)صتة: + زع)وم») 2ل - + ] ومنه 
4 - ((عك )مزه + ( + )مون ) '[2/.) - 4( + 1) 
وكدذلك ([2)صتة: + زع)همه)2 - نْ + قل ومنه 
84 - ([2ا)صتة: +( 2 ) وم ) 23 - توعد وين 
إذن د - 80) / 4- د ن. 


0 اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد. 











8 085 
© 1-5) ع2 © «لفحط دي © لسقل| _-, 
006 1 
© نعطى العددين العقديين 07 ا 
© اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد ,ه ورد ولٌ. 
0 4 
© اكتب بالشكل الجبري ل. 
م“ 
© استتتح أن" 102 كلا د توي 2 كلا د كدان 
6 اي 000و 3 4 0 12 
© اكتب بالشكل المثلثي العدد العقدي 2/3 +-1 واستنتج الشكل المثلثي للعدد 12/3 -1» وأخيراً 
احسب العددين: 


© 8(5لن-1)س 8(5لن + داعو © 8(5لن-]1)- 3(5لن +]) ح ره 
© اكتب بالشكل المثلثي كلا من الأعداد العقدية الآتية 


0 0 وررع 7 لب م]) - 9 (كهمه: + كمة) عاج 
© [ 2 صلوة 03 000 +1) - © مد 1) حت 











9© الشكل الأسي لعدد عقدى 
5. حالة عدد عمدي طويلته تتساوي الواحد 


يكتب كل عدد عقدي طويلته تساوي الواحد بالصيغة 12©0ه7 ل 0560© » وبالعكس طويلة كل. عدد. مت هذا 
الشكل تساوي 1. نرمز عادة إلى مجموعة الأعداد العقدية التي تساوي طويلتها الواحد بالرمز [1. أي 
إخااء 6:-0مو: + 6ومه! - 11 ح إه| : © ع ء! - 1 
يجعلنا هذا نفكر بالتابع (8)0 جم 6 دع الذي يقرن بكل عدد حقيقي العدد 260زه1 + 6 وم»ه ع (0)ع 
من ل . يُحقق التابع 5 الخاصة المهمة الاتية : 
١ 2)5‏ (5)6 - 05 لد ماع 
في الحقيقة 
659 صتوة + '6 ومنى) (0 صذه 1 ل 0 ومن) ع- 2)01 ٠.‏ (6)0 
("6صتة 6 ومع + '0 وه 6 طته)ة + ('0 طذة 0 صذه - '0 وه 0 ومن) - 
05 + 6)صتوة + (0 د 6)وم» 
00 +0)ج - 


وعليه نرى أنّ التابع © يؤدي دوراً يشبه دور التابع الأسّيء فهو يحوّل المجموع إلى جداء ضربء ومنه 
جاءت فكرة وضع الرمز الجديد 7 دلالة على (2)0 ومنه التعريف الآتي: 


7 تعرينم 4 


يرمز إلى العدد العقدي الذي طويلته تساوي الواحد وزاويته تساوي 0 بالرمز “6 فيكون 





#0حرزو ل 0 وم - 0ع 


ويعلى وحة الخصبوصن لذينا دح "ام و وات 5م 
0 55 

لما كان 0< - 0 صار هناك تعريفان للعدد 69 تحقق أنّهما متفقان. 
5 . الخالة العامة 


يُكتب كل عدد عقدي غير معدوم 2 بالصيغة (0 «ذه: + 0050) |2| - 2» واستناداً إلى ما سبق يُكتب 
هذا العدد بالشكل 7 إء| ح ‏ . ومنه التعريف الآتي : 


© تعريوم 5 


الشكل الأسّي لعدد عقدي غير معدوم 2 زاويته 6 هو الصيغة 67 |م| ح م. 











وبالاستفادة مما أثبتناه في الفقرة السابقة المتعلقة بالتمثيل المثلثي نجد : 


7 مبرهنة / 


في حالة عددين موجبين تماما و7 وعددين حقيقبَّيّن 09 و06 لدينا 








نامر د فقوا ير قاو © (0-0ى ل ب لتقف 
أ 0 
0 0م ل لامر © (0')00 - 6م عد م) جم 0اى'م سس قاور 
ونترك للقارئ إثبات النتيجة المهمة ولكن بسيطة الإثبات الاتية: 
© بتيةة 
© دستور دوموافر: أياً كان العدد الحقيقي 0 والعدد الصحيح 7 
70 ]| ). 
© علاقتا أويلر: أياً كان العدد الحقيقي 06 كان 
0حى - 0 0_- 0 
لكك ح # نزم او ل 8 55957 
21 و 


الانتقال من الشكل الجبري إلى الأسّي وبالعكس 


© وضع النقاط ,31 و ,3/1 و,/1 صور الأعداد 26 ح به 
تْمّ عيّن الشكل الجبري لكل من هذه الأعداد العقدية. 

© وبالعكسء اكتب بالشكل الأسي الأعداد العقدية التي تمثل 
النقاط /11 و 144 و 1/4 المرسومة في الشكل. 


١ : 5‏ 
© احسب المقادير و2 »ا ره و و )و2 بالشكل الاسي. ل 


© نعرف طويلة وزاوية كل من هذه الأعداد. فمثلاً لتعيين ,// 


نرسم نصف المستقيم (/0] الذي يصنع زاوية قدرها > مع /0. ثم 

0111 ا‎ ١ 1 

نعيّن عليه ,14 بحيث 2 - ,01/1. ونعيّن بالمتل ,11 و ,/1. للا 
/ | حرولة ا 


20 هد 037 عم مم3 ١‏ 


8 وتحد بقراءة الشكل 





5 / 21 / 0 
6 4 
6 ح بره و67 ح وت و 25/6 ح وم . 








© ونجد أخيراً باستعمال قواعد حساب القوى 


ك6 0 م 5 22-6 جح رورم 
5 كن 4 _ (2انى_ 2 0 22 
و 2000 و2 


تعيين الشكل الأسي لعدد عقدي 


ليكن 0 عدداً من المجال ]2,2 -[. أعط الشكل الأسي للعدد العقدي 20م +1 - 2. 


. 7 





(0 5مك 0 صنتو 1)2 + 0 “ومن 2 د 20 صزة: + 20 ومن + 1 ع م 
ك0 وو 2) - [ 0طلوة 35 0 |0 05 2 - 


ولكن 0 < 0 ومح في حالة 2م من ]2,2-]. إذن الشكل الأسي المطلوب هو “(0 وم 2) ح ع2. 


00 نضع 0050 م3 ك2 و2119 واي حد وء. جد الشكل الأسي للأعداد الآتية 


2 2 
9 4 3 1 
0 ووت ‏ ووشوكرت ‏ وإله ‏ 0 ووم 
29 29 


© اكتب بالشكل الأسي كلا من الأعداد العقدية الآتية: 
0 61 20/3 عاو © 35ث"م3/.( +1)- 








3 
© *ال“او(ول. -1) درو © 4م + 1) ع ره 
© ْ - 00 زق 111 1 - ىه 
1.4 
١‏ 1+4 ْ 2,(5 + 20/3) 
حد © 5-7 مر 
34+17 4 - 1) 
م ورب ك2 0 2101113 تو 
الي 220 5 0 ّ ٠‏ حن 6 .. 
(0 نضع م كا ا احرص ا سيد 
7ل 1 
0 كاتا © لاو( -)- دعر 
71 تلم 
© للح م يواج 0 2 ع ح به 
12 








© المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقيةّ 


نذكر أنّ المعادلة من الدرجة الثانية ذات الأمثال الحقيقية هي كل معادلة من الشكل 
0ح ود اعد ختتوه. بالمجيول. 7 حيث. م وان وغ خلاثة أعداد حقيقية.ى 2:0 ن. وكل. هذه 
المعادلة في © هو إيجاد جميع الأعداد العقدية 0 التي تحقّق 0 -ء + 0 + 102» نسمي 0 حلا 
للمعادلة أو جذراً لها. سنبرهن أنّ لهذه المعادلة عموماً حلّين في © يمكن أن يكونا منطبقين. 

لحل هذه المعادلة نعمد كما في حالة 18 إلى تحليل م - 2ه + 025 إلى جداء ضرب عاملين» 
ولهذا الهدف نسعى إلى كتابته بالشكل القانوني متذكّرين أن قواعد الحساب في © هي نفسها قواعد 
الحساب في 18. فإذا وضعنا كما جرت العادة 40 - 22 - 28 أمكننا أن نكتب 


7 5ن 
م ردت ال دالج 
101 20 


ولأنَ 0 عد © استنتجنا أنّ حل المعادلة 0 آم + هم + 22ه يؤول إلى حل 


6 حدم دوم ل كين 











حيث نسمي العدد 8/ مميز المعادلة. 
© إذا كان 0 < 8 فنحن نعلم أنّ للمعادلة حلين حققيين وحلين فقطء ولأنَ +1 محتواة في © استنتجنا 
أنَ للمعادلة في © حلين هما 

لك 8 © الشد د جع 


20 ا 20 3 

إذاكان. قت ير فللمعادلة حل ديد فقط هو 5 حم نسميه جذراً مضاعفاً. 
1( 

© إذا كان 0 > 7/ نستفيد من المساواة 7(/-/0) - 8 لنكتب 


كيد .| لتحي ..|- تدا - .مح .نا 


2 20 20 0 





إذن في هذه الحالة يكون للمعادلة 0 دام + جم + 025 حلان عقديان مترافقان هما 


هلط - م الى حلط ف رار 


20 0 . 0 1 
لحل المعادلة 0 - 34 + 62 + 22 نلاحظ هنا أن 1 - م و6 - 5 و34 - عم. بحساب المميز 
نجد 0 > 100- ح مم4 - 2م -8ىء إذن للمعادلة حلان عقديان: 


07- 0ج 07 0ت 
ليك 5 0 6ك لمك 


:سن عه 
2 , 


2 








-_- 2 
0 09 


بوجه عام إذا كان ,2 و يت جذري المعادلة 0 ع + هَث + 422 حيث 0 ع ه فيمكن تفريق كثير 
الحدود من الدرجة الثانية م + 2م + 422 بالشكل 
زمه - )لع -غ[)م حجن + )غ[م + 82م 
وهنا يمكن أن يكون ,2 ورت حقيقيين مختلفين (0 < 2) أو ,م - ,2 (0 -28) أوعقديين مترافقين 
(0 2 كر 


7ه* تدر 


2-57 ثم داوق 
1 +24 أن اع 
17 ل 5 كب بلاوق 
1-7 ثبو لاو _ 

0 


[ ع انهم دوق 


© حل في © كلا من المعادلات الآتية: 

0 ح 5 ل و6 ل تيوه 

0 ح و دوق كج 

0 ح 1 دم بد كج 

0 -3 دو 2‏ تع 

0 - (2 + 26/2 + ه(2ل. + 2)1 - ثم 
0 1س ع(0ومع)2 داتعم ,(12[ء 0) 


© © © © © © 


(3) حذ حددين عفديين م و 0 كي تقبل المعادلة 0 2ت ولد وو عات كر العددين 07 ل 1 و56 - نق جدرين 
لها. 
© احسب جداء الضرب (5 + 22 + 3()22 - 22 + 22) ثَُمّ حل في © المعادلة 


0 ح 15 و4 د كوم ب 43 د كج 








"" يرتبط الشكل الجبري 47+ م - 2م حيث 0 و5 حقيقيان» بالنقطة (214)2 التي إحدانيتاها 
الديكارتيتان (0,5). المحور الحقيقي هو محور الفواصلء والمحور التخيلي البحت هو محور 
الترائيب. 

"ا ويرتبط الشكل المثلثي لعدد عقدي غير معدوم (0«نه: + 50م0)” - 2 بالإحداثيات القطبية. 
عندما (0مزذه: + 0 وم)م ح 157 + و ح ع نجد 70080 ح 0 و0خزو" 6 و65 د02 -ث2م, 

"ا هندسيآء النقطة (1/)2/ هي نظيرة (1/)2 بالنسبة إلى المحور الحقيقي. ومرافق مجموع عددين 

عقديين» أو جداء ضربهما أو خارج قسمتهما هو مجموع مرافقي هذين العددين أو جداء ضرب 

مرافقيهما أو خارج قسمة مرافقيهما. 

بين العددين العقديين 2 و 7 لدينا العلاقات “إ2| - 22» و (2186)2 - 2 + جع فهو إذن حقيقي. 

و()سط24 - 7 - 2 وهو إذن تخيلي بحت. 

"ا لضرب أعداد عقدية غير معدومة نضرب طويلاتها ونجمع زواياهاء ولقسمة عددين عقديين غير 
معدومين نقسم الطويلتين ونطرح الزاويتين. 

"" تجرى الحسابات في )2 مثلما في 18 مع 1- - 46. 

"ا للمعادلة 0 دم دهم + 2من حيث © وم و أعداد حقيقية و0 عد ٠‏ دوماً جذران في ©. وهما 
يحسبان كما في حالة 18 عندما 0 <8/ أو 0 -2. وعندما يكون 0 > 7/2 نكتب 


لات ين لسرن ا كد لمعت د لخدت 0 
0( 41 


د 
1 1 
"" فكر باستعمال المرافق 2 عند البحث عن الشكل الجبري لخارج قسمة. 
"ا لإثبات أننّ 2 حقيقي يمكن استعمال واحدة من الخواص الآتية:. 0 ح 2 مم1 أوم - 7ج أو 
0 - موعمه أوع ح هعم في حالة 5 
"ا لإثبات أنّ م تخيلي بحت يمكن استعمال واحدة من الخواص الآتية: 0 - 82 أوه- - 7ج أو 


- لل 2 1 5 حالة ٠.‏ 
1 2 218 اف و 2 218 في 2 


"ا لا تستعمل المتراجحات بين أعداد عقدية. 














0 
ا | 20 
07 5 1 كثيرات الحدود 


نعمّم مفهوم التابع الكثير الحدود ليصبح أي تابع 7 معرّف على © ويأخذ قيمه في © من 
الشكل: 
ل اه ان | ارون بي جسم بر 


0 هى أعداد عقدية. وادا كانت 106 ر.. 0 0 حقيقية قلنا إن م ذو 


١ حيث‎ 
11772707 


يدت 0 ,ب ,... 1 بر در 
أمثال حقيقية. واذا كان 0 عد ,4 قلنا إِنَ درجة 7 تساوي 7. نقبل صحة الخواص الاتية: 
" إذا كان ,2 جذراً لكثير حدود 7 درجته 7 (أي 0 - (7)20) وُجد كثير حدود © درجته 1- , 
بحيث (2(0)2 - ه) ع (2)”! . 
" لكل كثير حدود 7 درجته 7» عدداً من الجذور يساوي 7 في © على أن نكرر كل جذر بقدر 


درجة مضا عفته. 
© مثال على كثير حدود من الدرجة الثالثة 


نهدف إلى حل المعادلة 0 ع 7 -دوة + 22 ةجر (0) 

© علل وجود كثير حدود من الدرجة الثانية © يحقق: (1(0)2 - 2) ح 7 + 82 + 822 ثع. 

© عيّن © ثم حل المعادلة 0 - (0)2. 

© لتكن /, و8 و © نقاط المستوي التي تمثل حلول المعادلة (1) أثبت أنّ 1/0 مثلث متساوي 
الأضلاع. 


© مئال على كثير حدود من الدرجة الرابعة 


نهدف إلى حل المعادلة 20 - 182-63 2422 + ثو 6‏ فخ (2) 
© أثبت بوجه عام أنّه إذا كانت أمثال 2 حقيقية» وكان ,2 جذراً للمعادلة 0 - (7)2 كان ,2 
أيضاً جذراً للمعادلة 0 - (2)2 . 
© تحقق أنّ 02/3 جذر للمعادلة (2). ماذا تستنتج بالاستفادة من ©0؟ 
© استنتج وجود كثير حدود من الدرجة الثانية © يجعل المعادلة (2) تكتب 0 - (3(0)2 + 22). 
© حل المعادلة (2). لتكن 4 و78 و © و7 نقاط المستوي التي تمثل حلول المعادلة (2) أثبت 
أنّ هذه النقاط تقع على دائرة واحدة. عيّن مركزها ونصف قطرها. 








اد 2 الجذور التربيعية لعدد عقدي 
تُعطى عدداً عقدياً غير الصفر + » حع نه ونهدف إلى حل المعادلة 0 - مه 25 (*). هناك 
أسلوبان ممكنان: 
" يمكن أن نكتب 7/267 - 0 ثم نبحث عن 767 م تحقّق (*). تيقّن عندئذ أن له - / وأنّ 
(2) 2 - 0 أو (20) + + 2 - و إذن | مه- ,و ! © 2 حيث ذأ #زلء ح ره . 
" ويمكن أن نبحث عن 0ه + :ه - 2 تحقق (*). وهنا علينا حل جملة المعادلتين غير الخطيتين: 
)01 0 ح شن - ةبر 


هنا يمكننا أيضاً أن نستفيد من المعادلة المُساعدة || -"/2| التي تنتج مباشرة من (*) وتعطي 
المعادلة (3) الآتية: 02 + 2م/, - شن + 2::. وهكذا نحل في +1 جملة المعادلتين (1) و (2) ثُمّ نختار 
من مجموعة الحلول الناتجة تلك التي تحقق المعادلة (2). 
© تعيين الجذور التربيعية للعدد 7 

© اكتب + بالشكل الأسي. © حل المغادلة 2 - 2 
© تعيين الجذور التربيعية للعدد © ل 1 

© أثبت أنّ حل المعادلة + +1 - 0(7: + ) في 15. يؤول إلى تعيين ‏ و تحققان 


© حل المعادلة 1 -د1 2 

© حل المعادلة + +1 - ”2 بأسلوب ثان» واستنتج النسب المثلثية للزاوية 2. 
اد 3 الأعداد العقدية والتوابع المثلثية 

عندما يكون 2 و22 عددين عقديين طويلة كل منهما تساوي الواحد وزاويتاهما © و5 بالترتيب». 

تكون طويلة '22 مساوية الواحد وزاويته م + 0 . بكتابة '/2 بطريقتين أثبت أنّ 
2ه 0 صتة عزون لووك ع (5 لل وأومه و5125 نومك + 050 0 طرزة ع (6 + 0) زه 
* ما العلاقات التي تستنتجها عند استبدال 7- بالمقدار 7 ؟ استنتج أن 

((5 + مومه - (ة - م)وم )لل - قصتده صتة ,((5 - م)وم + (2 + م)وم )+ 

[((60- 0ن - (م د )1 - ؤطدة 60506 ((60- 0 + (م ل 1)0 )1 ح 058 0 زه 
" ما العلاقات التي تستنتجها عند تعويض م - 60-5 و0و-(م- م؟ 
استفد مما سبق لتحل في *1 المعادلة المثلئية : :2 صزه + نهد6 صذه ع :و5 ومه - :3 ومن . 


جح 0و0»© 0 همه 








كزه رات رعياتن 
© تعن النقاط 1 و2 و0) و(/ نقاظا تمل بالترتيب الأعداد العقدية 1 -م و3/”م - نز 
وبقلا ةدع رمقل 
5 "5 
© اكتب » بالشكل الأسيء واكتب 7 بالشكل الجبري. 
©4. وضّع النقاط 1, و7 و © و7 في مستو مزوّد بمعلم متجانس. 
أثبت أنّ الرباعي 0/072 معيّن. 
2 © اكتب بالشكل الأسي حلول المعادلة : 
0 ح (و د وولة - 2ع)(9 + د وولة + 2ع) )01 


ثبت أن النقاط 4 و 78 و0 و( التي تمثل جذور المعادلة السابقة هي رؤوس مستطيل. 


م العدد العقدي 
2 ذه 7 ل بو ووم +1 


موضّحاً قيم ‏ التي يكون عندها هذا المقدار موجوداً. 
© ليكن 2 عدداً عقدياً ما» وليكن » عدداً عقدياً طويلته تساوي الواحد وهو مختلف عن الواحد 


7 
عدد حفيفى. 


-- 


27 طده7 - 7 وو ل 1 


2 ع سن 
اثبت ان 





© نفترض أنّ 1 عد ؛ وأنّ قيقي أثبت أنّه إِمَا أن يكون 2 حقيقيا أو أن يكون 





1 | 
© اكتب بالشكل الجبري كلا من العددين: 
:2 دده 7 + تو هم»ء 


_ 4 _- 
دم وى 205 ةج 


1 .زج 608 
© يكن ج و 5ج عدكية عقديين أثبت أنّ: 
0 ه[2+ مزه - ]ثم-مز+ + ما 
© نيكن الملث "17270 . أثبت تكافؤ الخاصتين الاتيتين: 
© المثلث متساوي الساقين ورأسه ب 





02 5 - اه 








لنتعلم البحث معأ 
3( قبن جسرعة 


ليكن 4 عدداً عقدياً معطى. لتكن م مجموعة الأعداد العقدية 2 التي تحقّق : 


الى ار 


عن المجموعة 2 ومللها في مسر مود بمعام. 


يإ نحو الحل 





الفكرة الأولى التي تخطر لنا هي بوضع 40+ - 2 و18 +- 0-60 حيث * وها وه و86 
هي أعداد حقيقية» ثم نسعى إلى إيجاد معادلة ديكارتية للمجموعة 2. 
© أثبت بهذا الأسلوب أنّ (,,:ه)/1 تنتمي إلى 5 إذا وفقط إذا كان 2ه ح ,:ه. 
© ناقش الحالتين 0 -ح ٠8‏ و0 عد 48 تُم عيّن م في هاتين الحالتين. 

0 


هناك أسلوب آخرء نلاحظ أنّ مرافق 2م - 2م هو 22 --22 أثبت تكافؤ الخواص 
2 تنتمي إلى 2. 

5 2 _ 2 حقيقى. 

الجزء التخيلي للمقدار 42 - 22 يساوي 0 أو (2)02آ ح (12)22. 
استنتج مجدداً المجموعة 6. 





دما إل الأماء © 


3( نتال عددين عقديين 2 و يحققان 1 -|2| و1 -|م| و1- عد 0ه أثبت أنّ العدد العقدي 


6 نتار كثير الحدود 40 - 522 + 1922 - 24 ع (ج)م. 


6 عين عددين حقيقيين 0 و5 يحققان (20 + ع4 + 0()22 + بيرم + 22) ع زعام . 
© حل في © المعادلة 0 ع (7)2 . 


0 حن في © المعادلة 0 -:72 + 2(2 - 6)8- 422 + 8) - 23 إذا علمت أنها تقبل حلا 
ككخبلباً بحا : 











69 نيكن 7 جح ن. نضع أن لدابم ع /ر و أن + ثو ح قز 
© أثبت أنّ 0 ح 4ى + 5# + 2 + » + 1 واستنتج أنّ 4 و7 هما جذرا المعادلة من الدرجة 





الثانية: 0 - 1 - + + 25 (1). 
© عبر عن 1 بدلالة + حك ) وون . 
© حل المعادلة (1) واستنتج قيمة 2 ) ومن . 


5 
12 
000 #8 م دنع 
(9© ليكن 0 عدداً حقيقيا من المجال |1 ,7 -|. نعرف ا ا 
اام 


بدلالة التسب البققة للعدذ 0. 





21 0 1 
01 م 000000 
0 55م 








2 “ورج - 1 ا 


-126ه ‏ ا و جخجخ- ‏ - ومن و غلب - 811] 


كوم 1 تلصوام 1 1-7 


© ه حن في © المعادلات ٠ه‏ - 22 في الحالات الآتية 


© 47 لق ع بن © 21-207 ح بن © 247 ل ح بن 


60 
21811 


© حل في © المعادلات الاتية: 
© 0-غ تق - ج(4 +1) ل 2ج 
© 22-0 +4 به( + 3) + 2122 
© 0-: ب+ب1- ج827 + ]) ل جم 





(69 في حالة عدد عقدي 1- عم نضع جل - 2# ونفترض أن ره دجم دع و 117 + ل[ داه 
حيث ‏ وا ولا والا هي أعداد حقيقية. 
6 احسب كر وال بدلالة العددين 2 و)؛. 
© أثبت أن مجموعة النقاط (11)2 التي يكون عندها 7 حقيقياً هي مستقيم محذوف منه نقطة. 
© أثبت أنّ مجموعة النقاط (1/)2 التي يكون عندها 7 تخيلياً بحتاً هي دائرة محذوف منها 
ا( عيْن في كل حالة مجموعة الأعداد العقدية > التي تحقق الشرط المعطى 
© المقدار (2 - 1()2 + 2) حقيقي. 





© العدد 2 مختلف عن 47 و كلد عدد حقيقي. 
2 








تطبيقات الأعداد العقدية 
فى الهنددسة 


(© ثيل الا شعة بأعداد عقدىة 





©© استعمال العدد العقدي المثل لشعاع 
(ت© الكتناءة العقدمة للتحودلات المنرسية 








تعطى الأعداد العقدية أسلوباً سهلاً وجذاباً لدراسة الهددسة المستوية» إذ يمكن 


للعدد العقدي الواحد أن يحمل في آن معا معلومات عن كل من مرصتيه. 

لقد كان الدانهاري كاسير وسِل [عووء 1717 © 057 2) 2 قل من ربط جمع 
الأعداد العقدية بقاعدة متوازي الأضلاع ممع الأشعة» وكان جان روبير آرغان أَوَّل 
من ربط بين ضرب الأعداد العقدية والتشابه في الهندسة المستوية» فضربُ عدد 
عقرى 7م بالعدة 2 ؤول إلى شوارى حول المبدا زاويقه 6 مقيوها يداك م كاده 
المبدأاً ونسيته 7. 

لعل إحدى مسائل الهندسة الشهيرة التي يجري إثباتها سهولة باستعال 
الأعداد العقدية هي المسآلة الآتية المعروفة باسم مبرهنة مو رلي (و©7/1071 : 

خذ مثلثا كيفياً 480 , م ثلث الزاوية 4 إلى ثلاثة أجزاء متساوية برسم 
المستقهين (/4) و (447)ء وافعل بالمثل مع الزوايا الأخرى. يتقاط (/4.4م) 
و("812) في 17» وبتقاطع (/813) و ("007) في ©» ويتقاطم (07©) و (/44) في 
طء عندئذ يكون المثلث 7017 متساوي الأضلاع. 








تطبيقّات الاعدادالعقدية 


فى الهندسة 





بك 1 للاقة هسم - 
نتَأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي. 


© يبين الشكل المجاور مربعين طول ضلع كل منهما يساوي الواحد. 
يطلب حساب النسبة 0-2 وتعيين قياس للزاوية (0/,07) - 0. 





بالطبع يمكن استعمال الطرائق التقليدية» ولكننا هنا سنسعى إلى استعمال 
الأعداد العقدية. 
© أعط ,ء ومع العددان العقديان اللذان يمثلان 4 و2 . 


© اشرح العلاقة بين 2د - 7 والعددين المطلوبين 7 و0. 
2 


© احسب 2 واستنتج قيم 7 و 050© و 5120. 


يساوي الواحد. يطلب حساب 0 + ٠ه‏ مجموع قياسي الزاويتين 
المبينتين في الشكل. 





© أعط ,ء و بج العددين العقدين اللذين يمثلان 4 و 8 . 
© بيّن أنّ المطلوب هو حساب زاوية العدد العقدي ىه ١‏ ,ء - 2. 


© احسب 2 واستنتج قيمة 6 + به. 











62 ا لل لز للا كر باعداد للا بك 
في هذه الوحدة, نتأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي. 


7 


ا" تعريف و 3 
كما نقرن بكل نقطة (71),17 العدد العقدي (,ة + ح ,رمء كذلك نقرن بكل شعاع (10)0,5 
العدد العقدي 6 + 4 ح ث . ومنه التعريف: 


7 تعرينم 1 


العدد العقدي المُمثل للشعاع 7 الذي مركبتاه (4,5)»: هو العدد العقدي 15 + م - 2. والعدد 
العقدي الممثّل للشعاع 178 هو ,2 - ,ره حيث ,2 و ,2 هما العددان العقديان اللذان يمثلان 
ك4 و 7 بالترتيب. 





في الحقيقة» إذا كان ربهة + ونه ح يرم و ورلهة + ونه ح ورة كان (رلاررنه)4 و (ولا,و:ه)2 ؛ ومن 
ثَمَ كانت (ر؛ - بررو.ر:ه - ,:ه) هما مركبتا الشعاع 1/7, وكانء من ثمَء العدد الذي يمثله هو العدد 


العقدي رع حوره ع (رن - ىه + (رنة - وتنه) ح م 


97 نتيية | 


تساوي شعاعين يكافئ تَساوي العددين العقديين اللذين يمثلانهما. 
إذا كان 7 و2 شعاعين يمثلانهما العددان العقديان م و '2ء وكان ١‏ عدداً حقيقياً» مثل 





العددان “2 ل م وج الشعاعين '7* ل 77 و 280 بالترتيب. 
1 العدد العقّدى الموافى لمركر الابعاد المئناسية 


7 مبرهنة 2 


لنتأمّل عدداً 7 من النقاط المثقّلة (ه:بك)ء (يه:يك)ء ...» (4,:2)ء التي تمثّلها الأعداد 
العقدية ,مء رم»ء ...» ,2 بالترتيب. نفترض أنّ 0 عد ,بم + ...+ رن + ,ه. عندئذ يُعطى 27 
العدد العقدي المُمثّل للنقطة © مركز الأبعاد المتناسبة لهذه النقاط بالعلاقة : 





مله + ٠٠١‏ لك وقوله -لك- بريه 
برل 7 200 1 وله 1 إنه 


بس 7 


هذه نتيجة مباشرة من المساواة الشعاعية 06( م + ...+ بم) ح 04 بيه ل ... د و0 ونه د 0 به . 








٠‏ وو 


9 إذن يعطى العدد العقدي ,2 الممثّل لمنتصف القطعة المستقيمة [48] بالصيغة 


مه ل بره 
2 
ويعطى العدد العقدي ,2 الممثل لمركز ثقل المثلث [14777] بالصيغة 


مه + بره + ررة 
حد ان كا 


اثبات الوقوع على استقامة واحدة باستعمال الأعداد العقدية 
نتأمّل معلماً متجانساً (0:7,7) في المستوي العقديء والنقاط 4, و8 و © التي تمثلها الأعداد 
العقدية 6-14 م و34 +6 - م و78 + 18 هن بالترتيب. أثبت وقوع النقاط , و7 
و0) على استقامة واحدة. 

علينا إثبات وجود عدد حقيقي 2 يحقق 248 - 40 . ولكنّ الشعاعان 48 و 10 يمثلهما العددان 

العقديان 


ح- رمم 


ونلاحظ أنّ 22 - ب 2» إذن 2,18 - ©1, ومنه وقوع النقاط 1 و 78 و © على استقامة واحدة. 


استعمال معلم متجانس 


ليكن 11777 مثلثاً ماء والنقاط , و7 و © هي منتصفات أضلاعه [272] و[/031] و [1/77] 


9 


بالترتيب. أثبت أن للمثلثين 714777 و 17260 مركز الثقل نفسه. 


نختار معلماً متجانساً كيفياً. ونرمز بالرموز +7 و” وم وه و وء إلى الأعداد العقدية التي تمثّل 
النقاط 1/4 و6ار ويم ول و8 و© بالترتيب. لمّا كانت 4/, منتصف [22] استنتجنا أنّ 











524 - م, ونجد بالمثل لكك وو لنطث -ى. الآن, لتكن م العدد العقدي الممثل للنقطة 


6 مركز ثقل المثلث 1477 » وليكن ٠“‏ العدد العقدي الممثل للنقطة “© مركز ثقل المثلث 4/80.. 


ماعي* 0 ٠.‏ 1 002 .. 
عندئذ من جهة أولى لدينا اتروع رار كار رون جيساري 











/ دم )1 د 
. 0 0 





لكك 3 ساسك 1397 1 اسه + _عء 
2 2 2 


إذن 'وحدع فالنقطتان © م منطبقتان. 











© استعمال العدد العقدى الممثل لشعاع 
2 المسافة والزاودة 

ليكن 178, شعاعاًء ولتكن 14 النقطة التي تحقق 18 - //0. 
نستنتج من تساوي هذين الشعاعين أنّ 2 


مه جه ع ررة 
ولكعن قم 2 رن ع ىم إذن 





اوء - وع| - 48 )01 


وكذلكء في حالة 0 د 42 يكون 0 ع ١01/4‏ و (/8,01) - (,ر2)ع<م» إذن نستنتج من 
المساواة 4 - /03. أن 


زرغ - وفافعة - (8ه ب2) (2١‏ 


2. قياس الزاوبة الموجهة 


2 مبيرهنة د 
لتكن ل و2 و/) و(/ أربع نقاط تمثلها الأعداد العقدية وم2 ومت2 وم2. نفترض أنْ 
و عد رع ود د عدا ى وم عندكد 
تابن - 60 19 
2-2 
استناداً إلى علاقة شال في الزوايا الموجهة لدينا 
(2,48) - (8,02) - (2,02) + (2 ,8م ) - (02 ,8م ) 
ا ل ل ال 


6 7 
3 7 أ 
© - جه 





ملاحظة : في الحالة الخاصة الموافقة لثلاث نقاط متباينة 14 و1/, و2 تمثلها الأعداد العقدية 2 و0 
و5 بالترتيب لدينا : 





) 111+ 11 - | - 1 


0 -- م 





2. مدل بعض الجموعات الخاصة 

ليكن "7 عدداً حقيقياً موجباً تمامأء ولتكن ب عدداً عقدياً. 
عندئذ المجموعة '1 المكوّنة من النقاط (1/)2 التي يُحقّق 
العدد العقدي 2 الذي يمثلها الشرط / ح إس - 2| هي الدائرة 
التي مركزها النقطة (لب)2 ونصف قطرها 7. 
في الحقيقة» الشرط / ح إن - ]| يُكافئ ‏ - //22. 

لتكن 4 و7 نقطتان يمثلهما العددان العقديان 0 و5 حيث 
( عد 4). عندئذ المجموعة 8 المكوّنة من النقاط (1/)2 التي 
يُحقّق العدد العقدي 2 الذي يمثلها الشرط |[ - | - |» - | 
هي محور القطعة المستقيمة [47]. 





في الحقيقة» الشرط |( - 2م] ح |ه - | يُكافئ 118 - 1/4 . 


رسك ما الفائدة من حساب الصبة 2-6 فى حالة 0-0 
م دوت 2 ١‏ 
000 5 00 
لأنّ طويلة هذا العدد تمثل نسبة الطولين 0 
» لأنّ أي زاوية 0 له هي قياس للزاوية الموجهة (277,0/0). 
٠‏ فإذا كان 0 - 6 أو + ح 6 استنتجنا الارتباط الخطي للشعاعين 48 و 07. 
و وإذا كان + - 0 أو 2- - 0 استنتجنا تعامد الشعاعين 48 و 01. 


استعمال خارج قسمة أغداد عقدية 


لتكن , و78 و© و(/ أربع نقاط تمثلها الأعداد العقدية 2- - م و2 -6 وم +1 دم 
و84 -1 -4. أثبت أنّ المثلثين 4607 و(707 قائمان. 


لي تساوي لا 


9 لإثبات تعامد المستقيمين (80) و (/7)» يكفي أن نبرهن أنّ 


0م 2 




















© نجد أُوَلآَ أن 
0 0 


10 حك ونح 


4 ب 


ومن ثم 1 - |2]| و 2 - (2)عده. هندسياً هذا يعني أن 01 - 00/3 وح - 010/0 فالمثلث 
082 متساوي الساقين وقائم في 7 . 
وكذلك نجد 


بو #-لافلحلة _ أقحة راو 


2 1+4 
- ح (77)ع27» وهذا يعني أنّ المثلث (107, قائم في 1 . 


7 أدبي 


0 لتكن النقاط 1, و7 و © التي تمثلها الأعداد العقدية: 


ش .1 1 
2« +1- ح ورد و ل ل ا ع 


© وضع النقاط , و78 و © في شكل. 
© احسب الأعداد العقدية التي تمقل الأشعة 478 و 40 و 80. 
© احسب أطوال أضلاع المثلث 180 وبيّن إذا كان مثلثاً قائماً في 0. 


© لتكن النقاط 4, و8 و © و77 التي تمثلها الأعداد العقدية: 
8 +1 


5 
9ه حم بد # حك ع ح حوبو و #ساح مات برق و # جح قي خح وو 
اي ال يي ا يف 0 


© وضّع النقاط /, و8 و © و(/ في شكل. 
© ما طبيعة الرباعي 18017 ؟ 
© لتكن النقطتان 4, و7 اللتان تمثلهما الأعداد العقدية : (3/: + 201 ح ,2ه و(3/ -201 ح برة. 
© أثبت أنَ 4 و7 تنتميان إلى الدائرة التي مركزها 0 ونصف قطرها يساوي 4 . 
© جد العدد العقدي المُمثْل للنقطة © التي تجعل © مركز تقل المثلث '41/0.. 
© ما طبيعة المنلث 176 ؟ 


© نتأمّل شعاعين 7 و7 يمثلهما العددان العقديان «» و0 بالترتيب. نفترض أنّ 40 - 0 ونضع 
7 - 48م و18 - 46 . أثبت أنّ المثلث 480, قائم في 4, ومتساوي الساقين. 








© المثلثان 41770 و1/83"07 معرّفان بالأعداد العقدية التي تمثل رؤوسهما: 


لاح ب[بكحه 0 .1ل سديل حدق عدي دام 
32 +24 ع نم-3 عام +4 دم 
© احسب العدد الممثّل للشعاع 007 + /88 + /44 . 
© جد العدد العقدي المُمثْل للنقطة © مركز ثقل المثلث "2170 . 
© أثبت أننّ © هي مركز تقل المثلث "4178/0 . 


© لتكن النقاط 1, و7 و © التي تمثلها الأعداد العقدية: 


4 2-5-1 دووغ 2 +3ده 
© وضع النقاط 1, و8 و© في شكل. ما العلاقات التي تربط الأعداد العقدية المُمثلة 
للشعاعين 7 و 0 ؟ 
© استنتج أنّ 170 مثلث قائم ومتساوي الساقين. 
© احسب العدد العقدي الممثل للنقطة “1 التي تجعل '1/9//0/, مربعاً. 


لتكن النقاط 4, و7 و © و 77 التي تمثلها الأعداد العقدية: 
1ه و خمنواو عه ساح 3 و91 نك #4 .جع ود ؤواه 4يه عه 1 
© لتكن © النقطة التي يمثلها العدد العقدي :2 +1- ح بد. أثبت وقوع النقاط 4 و78 و0 
و(/ على دائرة مركزها »؟ ونصف قطرها يساوي 5. 
6 - م 6 - ل 


© ليكن > العدد المُمثّل للنقطة 7 منتصف [47/]. احسب » وبرهن أنّ 0 
6 - ل) ع6 حت 








© ماذا يمثل المستقيم (74/) في المثلث 7/170 ؟ 


© لتكن النقطتان 4 و7 اللتان تمثلهما الأعداد العقدية : 1 و21 + 3 بالترتيب. مثل في كل من 


الحالتين الاتيتين مجموعة النقاط (14)2 التي تحقق: 
09 |24 -3- م] - |1- مإء 
© 2-3-2-1 |. 











© الك نابت | بك لل يلات | - 01 

في هذه الفقرة نزوّد المستوي بمعلم متجانس ومباشر (0:7,7). إذا كان /7 تحويلاً يقرن بكل 
نقطة /17 يمثلها العدد العقدي 2 نقطة “11 يمثلها العدد العقدي / . عندئذ يمكننا أن نقرن بالتحويل /) 
تابعاً معرّفاً على © بالصيغة (2)/ ح ا جد م : م/. 


وما الكتابة (2)/ - 2 إلا الصيغة العقدية للتحويل /1. 


.1. الصيغة العمددة للانسحاب 


7 مبرهنة 3 
ليعن ليكن 7 شعاعاً يمثله العدد العقدي 6. عندئذ هناك تكافؤ بين 
الخاصتين: 
© 7 هو الانسحاب الذي شعاعه 10. 
© الصيعة العقدية للتحويل 7 هي لغ ح تج. 


في الحقيقة. ثكافئ الخاصة © القول إِنّ 2 ع '1/11» وهذا يعني أن « دج #2 أو 86+ ح اج 





وهذه هي الخاصة ©. 
3. الصيغة العقدية التحاكى 


© مبرهنة 4 
لتكن © التي يمثلها العدد العقدي سء وليكن 8 عدداً حقيقياً 
غير معدوم. عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصتين: 
© 72 هو التحاكي الذي مركزه 2 ونسبته 7. 
© الصيغة العقدية للتحويل 7 هي (ن -غ2) عدن - 'ج. 


في الحقيقة» تنص الخاصة © على أنّ '/3 - (/7/)3 وهذا يُكافئ القول إِنّ /891 - /211» وهذا 





يعني أنْ (س -ع)م حدس - ثعء» وهي الخاصة ©. 





3 الصيغة العقدمة للدوران 


7 مبرهنة 5 
لتكن © التي يمثلها العدد العقدي سء وليكن 0 عددا حقيقياً. 
عندئذ هناك تكافؤ بين الخاصتين: 
© 7 هو الدوران الذي مركزه © وزاويته 6. 
© الصيغة العقدية للتحويل 76 هي (ب -2)"ام ع ان أع. 
في الحقيقة» تنص الخاصة © على أنّ '11 - (/7)1 وهذا يعني أنّ © - (©7)9 وفي حالة 





9 ع /الء يُكافئ هذا القول إِنّ 14© ع '911 و 0 ح (1/,21/1©)» أو 


/ 
و 2-0 | 








لر) - م 











وهذا يعني أن الشكل الأسي للعدد سك هو #ع, أي (س - ع)7م دن - 'عء» وهذه النتيجة تبقى 


لد)- م 





لانن سيو الم هب حور 
إذا كان /7 تحويلا معطىء ففي حالة كل نقطة (1/)2 تفيد الصيغة العقدية في حساب العدد 
العقدي '2 الذي يمثل '11 صورة 11 وفق /0. 
التحويل /7 هو التحاكي الذي مركزه (4 +201 ونسبته 3 -5. إذن الصيغة العقدية لهذا 
التحاكي هي ((1+4)-3)2 -(1+2) تن أو 32-92-24 حد/م. إذن صورة النقطة 
2 -4)2 وفق /7 هي “4 التي يمثلها العدد العقدي +5 -4 -:2 -2 -(2 300 ح 'ن. 
* إذا ارتبطت النقطتان (311)2 و ('1/)2 بعلاقات مثل: 
© مبدهم ح- ك2 كانت '/14 صورة 14 بالانسحاب الذي شعاعه ممثل بالعدد العقدي (5. 
© (س -ه)ا/ دسب - 'م حيث  12*‏ 8 كانت'234 صورة /1 وفق التحاكي الذي مركزه 
(س)2؟ ونسبته /. 
© (س- ه)”ه ع نس - 'ج حيث 1[ © 0 كانت “14 صورة /1 وفق الدوران الذي مركزه (س)«2 


وزاويته 6. واذا كان و10م - تبر كان () ح (). 





و حول الشكل المفتاحي: مثلث قائم ومتساوي الساقين. 


إذا كانت (4) و(86 و60 .قلات نقاظ في المستويء عندئذ يكون 486 قائم الزاوية في 
ومتساوي الساقين إذا وفقط إذا كانت 7 صورة © وفق دوران مركزه 1/, وزاويته 2 أو 5 
وهذا يعني أن( - 16 - ٠م‏ -»ء أو (46-0 عدو ن. 
ل حول الشكل المفتاحي: مثلث متساوي الأضلاع. 
إذا كانت (4)0. و(8)0 و00 ثلاث نقاط في المستوي» عندئذ يكون 180 مثلثاً متساوي 
الأضلاع إذا وفقط إذا كانت / صورة © وفق دوران مركزه / وزاويته 2 أو 2- وهذا يعني 


أن نحن اع دمع أو رن سب 3 واج وو دو 


هذ تدر 
0 لتكن 1/1 النقطة التي يمثلها العدد العقدي + +1 - 2. جد العدد العقدي “2 المُمثل للنقطة '// 
صورة 1/1 وفق التحويل الموصوف في كل مما يأتي: 
© 7 الانسحاب الذي شعاعه 3 9297.1 - جح ررة. © بر التحاكي الذي مركزه (0 ونسيته 3. 
© 5 الدوران الذي مركزه © وزاويته 2. © 5 التناظر الذي مركزه (38 -4)1. 
© 2 الدوران الذي مركزه (+ - 1)2, وزاويته 27. © 5 التناظر المحوري الذي محوره (:0) . 


© فيما يأتي يرتبط العددان العقديان »0 و٠‏ الممثلان للنقطتين 1, و7 بالعلاقة المعطاة. عيّن 
طبيعة التحويل الهندسي الذي يقرن النقطة 7 بالنقطة 2 : 





© :1+3 معدم © 0 ح ا 

© 0-28 6 ل 

© (4-1)- ح 1 م © السبج) لالج جح لح رز 

© 8*2 4 لبه ح ا © 1-7 م)*ا""”ام  -‏ - ]1 + م 


© لتكن النقطتان (2/3: - 6)3© و(3/: + 7)3. وليكن 2 الدوران الذي مركزه © ويحقق 
77 - (72)6. احسب قياس الزاوية (00,077)» واستنتج الصيغة العقدية للدوران ©7. 














فيما يأتي نتأمّل النقاط 1,. و78 و© و7 و/1 و'/7 التي تمثلها الأعداد 


العقدية 0 و5 و2 و0 و2 و26 . 


0-8 ءٍ. وك 


العدد » - 5 يمثل الشعاع 418/.. 

توافق كل مساواة شعاعية مساواة بين الأعداد العقدية الموافقة. 

العدد العقدي الموافق لمركز الأبعاد المتناسبة لعدد 7 من النقاط المثقّلة» هو المتوسط المثقّل 
للأعداد العقدية التي تمثل هذه النقاط. 

[م-م| - هم وله - م)عمه - زرك ,ب2). 


6 - ل 


؛| - ٠‏ وتعني أن 





فى حالة 1ع » و4 عد» تفيد معرفة 2-4 في إعطاء معلومتين: أولا 
: 2 1 





- 0 


ح ([ن)» وكانيا ده دك 0: وتعتى 0 0 -_- (22,67) . 


6 
: 6 


0 


"" لإثبات وقوع 1 و7 و© على استقامة واحدةء أثبت وجود عدد حقيقي م8 يحقق المساواة 


"" لإتبات تعامد المستقيمين (47/) و((07©) أثبت أن اكد كت وده أو أن - 


6ه .. 
لحنلنا. 
.و ٠‏ 
00 


0 -- م0 


(0-ثم)م دم-» أو أنّ (10,2 ع بد اران 0 عدد حقيقي. 











ا 


"" لا تنسّ تزويد المستوي بمعلم متجانس قبل استعمال الأعداد العقدية. 








0 
يمه 
| نشّام 1 متوازي الأضلاع وربع الدورة 


نتأمَّل في مستو مزوّد بمعلم متجانس رباعياً محدباً 1807 . 
ونُنشئ عليه مثلثات قائمة ومتساوية الساقين 7م و )07 
و(72)21/ و5/(4, بحيث 


- - (29 بارص) 2 - (12,00©) 





و - - (80,110) و 2 - (ارى,82) 
نهدف إلى استعمال الأعداد العقدية في إثبات أنّ 70775 متوازي الأضلاع. 
لنفترض أنّ الشكل مرسوم في المستوي الموجّه. وقد زوّدناه بمعلم متجانس مباشر. ولنرمز 4 و0 وء 
و2 إلى الأعداد العقدية التي تمثل النقاط /, و28 و06 و/»ء وكذلك لنرمز م و0 و” وه إلى 
الأعداد العقدية التي تمثل النقاط م و0 و/ و.. 
© الدوران الذي مركزه 7/ وزاويته 3- ينقل 1, إلى 77 . استعمل الصيغة العقدية لتثبت أن 


0 -0)1 + (2 د 0 خا ور 


© عبر بالمثل عن ؟ و” وه بدلالة 0 و6 و© و0. 


© تيقّن أنّ , + + ح »م + مء ثم استنتج المطلوب. 


اط 2 الجذور التكعيبية للواحد. المثلث المتساوي الأضلاع 


نهدف في هذه الفقرة إلى تعيين حلول المعادلة 1 - 23 في ©. ثُمَ استعمال ذلك لإعطاء خاصة 

مميّزة للمثلث متساوي الأضلاع. 
ال في حالة 0 عد 2 نرمز بالرمز ” إلى طويلة 2 وبالرمز 0 إلى زاويته من المجال ]0,27]. 

© تيقن أنْ الشرط 1 - 25 يقتضي أن يكون 1 -ح ”7 و28 - 30 حيث 7# عدد صحيح. 

© تحقق أنّ الشرط ]+0,2] © 6 يقتضي في الحقيقة أنّ (0,1,2) © /. 

© استنتج أنَ مجموعة حلول المعادلة 1 - 27 محتواة في الس زوين - و[1. 

© ويالعكس تحقّق أنّ كل عنصر من ال 0 - ,17 هو حل للمعادلة 1 - 25. 

© مثل النقاط (1/0)1 و (11,)62715 و (11,)615175 في المستوي» وتيقن أنها تؤلف رؤوس مثلث 

متساوي الأضلاع. 








09 نسمّي حلول المعادلة 1 - 25 الجذور التكعيبية للواحد ونرمز إلى مجموعتها بالرمز ولآ. 

وكذلك نرمز إلى 2”/3© بالرمز 7 . لاحظ أنّ 1,7,7 - ولآ. 

© تحقق أن 0 - 2 +7 +1»و235/5م داشر - [. 
© نزوّد المستوي بمعلم متجانس مباشر (0:8,7). ونتأمّل ثلاث نقاط متباينة 4 و8 و0 تمثلها 
الأعداد العقدية 4 و5 و». نقول إن 170 مثلث متساوي الأضلاع مباشر إذا كنا عند قراءة رؤوسه 
بهذا الترتيب: م + 0 جب 27 + 4 ندور في الاتجاه الموجب. وهذا يكافئ القول إِنّْ 4 هي صورة ') 
وفق الدوران الذي مركزه 7 وزاويته 0 

استعمل نتائج الفقرة السابقة لتثبت أن 170 مثلث متساوي الأضلاع مباشر إذا وفقط إذا كان 
# روسك وز نل .بن 

© نقرن بكل عدد 1 عد عء النقاط (77)1 و(1/)2 و (11')7. 

© ما هي قيم 2 التي تجعل 1/1 و/1/1 مختلفتين ؟ 

© نفترض تحقق الشرط السابق. أثبت أن 4 مجموعة النقاط (11)2 التي تجعل المثلث '171/1/1 

مثلثاً متساوي الأضلاع مباشرء هي مستقيم محذوفةٌ منه نقطة. 


وت 
7 











ييه غردات ومسائل 


© نتام النقاط , و8 و© التي توافق بالترتيب الأعداد العقدية 8 -م و44 +4 -م 
و41 حدم. 
©.. تحقق أنّ 0 -1:)»4 م - ق. 
7. استنتج أنّ المثلث 170 مثلث قائم ومتساوي الساقين. 
© نقرن بكل نقطة (11)2 النقطة '/1 الموافقة للعدد العقدي 32/*ام ح "جع . 
ما التحويل الهندسي الموافق؟ 
م احسب الأعداد العقدية “نم و“5 و“ الموافقة للنقاط 47 و'8 و'0 صور 4 و82 و© وفق 
هذا التحويل. 
© لتكن 7/ و© و7 منتصفات القطع المستقيمة [4"72] و[8'0] و[0'4]» ولتكن م و0 و” 
الأعداد العقدية التي توافقها. 
4. احسب م و0 و”. 
«. تحقق أنّ (م - 3)0/”أم - م م. 
». استنتج أنّ المنلث 707 متساوي الأضلاع. 
(09© نتامل مثلّثاً 0/48 فيه » - (04,08) حيث ]0,7[ ». تُنشئ خارج هذا المثلث المربعين 
117 و 0720 ومتوازي الأضلاع 7007. نهدف في هذا التمرين إلى إثبات أن 
المستقيمين (07) و (17) متعامدان وأنّ 18 - 207» وذلك باستعمال الأعداد العقدية. 
لنختر معلماً متجانساً مباشراً (0,2,2). وليكن » وة العددين العقديين اللذين يمثلان 4 و2 . 
0. ما هي صور النقطتين 27 و78 وفق الدوران ربع دورة مباشرة حول 
006 
7 نرمز « إلى العدد العقدي الممثل للنقطة 77» وب للعدد العقدي 
الموافق للنقطة 0 . أثبت أن 10- ح + و( ح بن. 





شار هر عن رن مديقة 1ن وا0. 
7. استنتج العدد العقدي / الذي يمثل النقطة 2 بدلالة © و6. 
». ما العدد العقدي المُمكّل للشعاع 48 ؟ 


ع 


4 أثبت إذن أن 18 - 08 وأنّ (8,1) + 5 - (/8,0). واستنتج تعامد المستقيمين (0/7) 


و(4/2). 








75 لنتعا اليل مع 2 
ما 


نتأمّل في المستوي 180 مثلثاً مباشر التوجيه كيفياً. لتكن // 
منتصف [80]» وليكن 18/8 و10607/ مثلثين قائمين في / 
ومتساويي الساقين مباشرين. أثبت أنّ المتوسط (171/7) في المثلث 
170 ء هو ارتفاع في المثلث '"4172"0 وأنّ 2411 - '0'( . 

995 نحو الحل 

2# نبدأ باختيار معلم مباشر مناسب. تؤدي النقطة 1 دوراً أساسياًء لذلك نعتبرها مبدأ لهذا المعلم. 
ونرمز بالرمزين 5 و»ه إلى العددين العقديين اللذين يمثلان النقطتين 78 و ©. احسب بدلالة 5 
وء الأعداد العقدية /5 و ”“ء و7 المُمثّلة للنقاط “8 و“© و14 بالترتيب. 

4 نهدف إلى إثبات أنّ 7707 عمودي على /11» الذي يؤول إلى إثبات أنّ 











7 : هب 0 ا ع سس ار 
5+ - رأ8'0 لدم أو 75- ح (8'019 ,/41) وأنَ 2- 
/ ( _- / ) وان 00 
/ / 
ونه نات ذكر خاي ال م الال تفط ادر حب المتلوبات المطاية. أحيب 


هاه النبدة واسقهي الخاضة المطلرة, 


البحث عن جموعة 


نزوّد ١‏ لمستوي بمعلم متجانس مباشر (0:7,7). نقرن كل نقطة (14)2 حيث : عد 2 بالنقطة 


2/02 حيث 252 نر 
دم 





عيّن 8 مجموعة النقاط 1/4 التي يكون عندها '2 عدداً حقيقياً. 
# عيّن '1 مجموعة النقاط /1 التي يكون عندها '2 عدداً تخيليّاً بحتاً. 
98 نحو الحلَ 
#4 الضير الهدسي: الشرط '2 عددٌ حقيقي يُكافئ القول 0 - ('2)صسآ أو / ح 'مء أو (,0) © '2ونده 
(في حالة 0 عد '2). ولأنّ / من الشكل 7 يكنا سن المتايتب امتبيال الخاصية ١‏ خرن 
لنرمز + و6 و2 إلى الأعداد العقدية التي تمثّل النقاط , و7 و /1. ما الزاوية بين شعاعين 
2 


التي يقيسها المقدار دإ 9 





- 0 
2-0 











4 لوضع ' بالشكل “ الت ع الت يد ا يريا الس | ار م 


م 7 - مم 
© وضع هاتين ا 
© تحقّق أنّ ' حقيقي إذا وفقط إذا كان 8 ع /1 أو (0,7) © (118 ,1!) . 
© مثل المجموعة 48 وعيّن طبيعتها الهندسية. (لا تنس أنّ + ع 2 ومن ثَمّ 4 عد 11). 
© عيّن بالمثل المجموعة '1 ومثَّلها هندسيا. 





((© خاضت ميزة .لنوازي الأضلاع 
تمثل الأعداد العقدية © و5 وه و4 أربع نقاط 4 و2 و© و72.أ ثبت أنّ الرباعي (726017/ 
يكون متوازي الأضلاع إذا وفقط إذا كان 7 +م حم لدهم. 


© حساب السب امثلءية للزاوية - 


نتأمّل النقطتين 4 و7 اللتين يمثلهما العددان 2 م و263”/4 - ن. وليكن 7 منتصف 
[48]. 
©. ارسم شكلاً مناسباً» وبيّن طبيعة المثلث 0/72. 
7. استنتج قياساً للزاوية )07 . 
©4. احسب العدد العقدي ,2 المُمَنْل للنقطة 7 بصيغته الجبرية والأسية. 
!. استنتج كلا من همه و ذه 


© تام الشكل واحسب المجموع 7 + 8 + هء حيث ه و6 و7 هي القياسات الأساسية للزوايا 
الموجهة ((/0/,01)» و ((/4/9,.1) و ((/870,19) بالترتيب. 





نقرن بكل نقطة ()21 من المستوي حيث +1- عد :2 النقطة '/4 التي يمثلها العدد العقدي 
كلك - ث. لتعن 17 الدائرة التي مركزها © ونصف قطرها 1. أثبت أتّه إذا انتمت 1/7 إلى 
حب 
1 انقمت: “14 إلى 1 أيضناً. أيكون العكس صبحيحاً؟ 











بالخية 


نتأمّل في المستوي الموجّهء مثلّثاً مباشراً 1860 قائماً في 1 . النقطة 
7 هي المسقط القائم للنقطة 1/, على (20) بالترتيب» و77 و16 هما 
المسقطان القائمان للنقطة /71 على (/4) وعلى (2160) بالترتيب. 
نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين (0) و (811). 

نختار معلماً متجانساً ومباشراً (0:7,7) بحيث تقع 0 في منتصف [70] ويكون 7 عمودياآ 
على (4172) و7 شعاعاً موجّهاً للمستقيم (17). ونرمز 0,5,©,7,,77 إلى الأعداد العقدية التي 
تمثل النقاط //1 ,>1 ,77 ,0 ,8 ,4 . 














5 -ث/ 5 - ثم/ كن 
7. استنتج ان . - | | او 0 - للح يريم نم أثبت المطلوب. 


نتأمّل في المستوي الموجّه الشكل المجاور. المثلثات 0/78 و 0017 


و4702 مثلثات قائمة ومتساوية الساقين ومباشرة. النقاط 7 ور وك 
هي منتصفات أوتار هذه المثلثات. نهدف إلى إثبات تعامد المستقيمين 
(4) و(18) وأنَ 47 - 6/. نختار معلماً متجانساً مباشراً مبدؤه 
60. ونرمز © و» إلى العددين العقديين المُمتّلين للنقطتين 4 و6©. 





©4. عبّر بدلالة » وه عن الأعداد العقدية التي تمثّل النقاط 7 و(/ و//. 
0. استنتج الأعداد العقدية ,2 ورج و ,2 التي تمثل النقاط 7 و7 و كر. 
© أثبت أنّ (+ - رع): ح ,ء - عرج. ثم استنتج الخواص المطلوبة. 
ا( نتا في المستوي الموجّه رباعياً محدباً مباشراً 12800 . تُنشئ خارجه 
النقاط /2 ود وم و© التي تجعل المثلثات 147 و 77077 
و 7700 و 770/1 قائمة في 14 و7 و7 و © بالترتيب ومتساوية 
الساقين ومباشرة. 
أثبت باستعمال الأعداد العقدية أن 270 - 1/7 وأنّ المستقيمين (1/7) 
و(770) متعامدان. 











9 نتأمل في المستوي الموجّه مثلثاً متساوي الأضلاع مباشراً 1860 مركزه النقطة 7. (7/ نقطة من 
داخل القطعة المستقيمة [70]. تُنشئ مثلثين متساويي الأضلاع مباشرين 191717 و 1(1"0. 
ونعرّف 7. و 7 مركزي المثلثين (7771 و 7770 . نهدف إلى إثبات أنّ المثلث 7716 متساوي 
الأضلاع. نختار معلماً متجانساً مباشراً (8,2,2) بحيث #ه - 80 حيث 80 - ه. 
© احسبء. بدلالة 4» العددين العقديين ,2 و .2 اللذين يمثلان / و 7 بالترتيب. 
© نفتزض. أنّ. 186 - 827 .حيث ]0,1[ 2.. أحسب. بدلالة ه 2+ العددين العقديين. ,2 

ورج اللذين يمثلان 7. و 7 بالترتيب. 
© تحقق أنّ (: - ,هع)3/”م ح ره - ءرعء واستنتج الخاصة المرجوة. 

©©2 نزوّد المستوي العقدي بمعلم متجانس مباشر (0:7,7). النقاط 4 و“4 و7 و“287 هي النقاط 
الموافقة للأعداد العقدية 1 و1- و و4- بالترتيب. 
نقرن كل نقطة (14)2 مختلفة عن النقاط © و4 و/4 و82 و“ النقطتين (,11,)2 و (رع)راا 
بحيث يكون المثلثان ,1771111 و ,171111 قائمين ومتساويي الساقين بحيث 





© ارسم شكلا مناسباً. 
©». علل صحة المساواتين (ه -6): ح به دهم و (وه -2)ة ح رن - 1. 
. عبر عن © ه وه بدلالة . 
© نهدف إلى تعيين النقاط 17 التي تجعل المثلث ,011,11 مثلثاً متساوي الأضلاع. 
أتبت أنّ الشرط ,011 -ح ,0131 يُكافئ |1 + 2| - |1 + 2| واستتتج 8 مجموعة النقاط 
التي تجعل ,0/11 - ,2011» وارسم 72 على الشكل نفسه. 
أثبت أنّ الشرط ,14,21 - ,08/1 يُكافئ '2|2 - ]1 + جه |. 
1 استنتج '1 مجموعة النقاط // التي تحقق وألا للا ح- رللا0, وارسم 1 على الشكل نفسك4. 
. استنتج مما سبق النقاط 14 التي تجعل ,011,11 مثلثاً متساوي الأضلاع. وحددها على 
الشكل. 








© إنشاءة 
إنشاء قواة 
كم من عنا 
ومست 


خواص عدد التوافية 
#الترافيق ]عومد 
ومنشوس ذي اححدين 














الكرَجي 

هو أبو بكر مد بن الحسن الكَرَجِيء ويُعرف أيضاً باسم الكزخي» توفاه الله 7 
9 مع يعرف 2 العام ولكن من ام 
حوالي العام 1000 م. أهمّ أعماله كتاب يحمل اسم "الفخري" نسبة إلى اسم 9 
بغداد لخر الملك في تلك الفترة. تأق أهمية هذا دق دراسة مفضاة 
لبر كثيرات الحدود. صمن الْكَرَجِي كتابه عدداً مه علشورات نذى ادي" . 


© © © © © © © 





6© 


فبعد أن اكتشف الأفاط الظاهرة فى نشر كلّ من (0+86) و82(2+م) 

67 -+-0) و6(4+-0) استطاع اكتشاف القاعدة التي تفيد في حساب الأمثال 

(7) في منشور ذي الحدين “-"5(/_,)7(080 - ”(5+ 0)» وتحديداً 
00-0 

نّم هذه الأمثال في جدول له شكل مثلّث. أسماه الأوربيون في القرن السا 

عشر باسم مثلث باسكال. اكتشف الكرّجي جموع مربعات وجموع مكعبات الأعداد 

الطبيعية حت 7. وعبر عن نتائجه بالشكل: 


(+...-+ل17+2]) 2 ح 2و ك... سل 22 ل 12 


ويمكن اعتباره أب الوثبات بالتدرج. 








التحليل اللواقتي 


لياه 1 تعداد القوائم : الأشجار والخانات. 
© مسائل التعداد 


كثيراً ما يؤول حلّ بعض مسائل التعداد إلى الإجابة عن السؤال الآتي : لدينا مجموعة 7 مكوّنة من / 

عنصراً. ُعطى عدداً طبيعياً م» ونهتم بعدد القوائم المكوّنة من 7 يندا مأخوذا من . لاحظ أن القائمة 

تحترم الترتيب» فهناك أوَّل عنصر في القائمة» وهناك ثاني عنصر في القائمة وهكذاء فالقائمة 
(....©,0,8) مختلفة عن القائمة (...,4,,8)» وكذلك يمكن للعنصر نفسه أن يظهر مرّات عدّة في بنود 

القائمة» فمثلاً (...,0,5,0) هي أيضاً قائمة. 

0 إلقاء قطعة نفود. ثُلقي قطعة نقود ثلاث مرات متتالية» في كل مرّة يمكن أن يظهر الوجه 77 أو القفا 
7. يمكن تمثيل كل نتيجة للتجربة بكلمة مثل 7777 إذا ظهر في المرة الأولى الوجه 77 ثم ظهر 
القفا 7 في المرّتين اللاحقتين. 

© ما عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
لاحظ أنه إذا رمزنا إلى المجموعة 177,7 بالرمز 7: كان المطلوب هو عدد القوائم المكونة من 
ثلاثة بنود مأخوذة من 7 . هنا إذن 8 حدم و29 ح م,. 
© الترتدب. في مباراة للجري يتنافس خمسة متسابقين. 
© ما هو عدد النتائج المختلفة الممكنة لهذه المباراة مع افتراض عدم وقوع حالات تساو في 
الترتيب؟ 
لنسمٌّ المتسابقين 4 و8 و © و7 و7 » ولتكن 8,0,70,77١‏ ,4 ! ح 6 . إِنْ عدد النتائج الممكنة 
هو عدد جميع القوائم المكوّنة من خمسة بنود مختلفة مأخوذة من لغ هذا إذن 71-15 و كدر 
© السحب دون إعادة. يحوي صندوق خمس كرات مرقمة © و © و© و© و©. نسحب على 
التتالي ثلاث كرات ونسجّل وفق ترتيب السحب أرقام هذه الكرات مثلآً (©,©,©). 
© ما عدد النتائج الممكنة لهذه العملية؟ 
إن عدد النتائج الممكنة هو عدد جميع القوائم المكوّنة من ثلاثة بنود مختلفة-لأنّ الكرة المسحوية لا 
تعود إلى الصندوق- مأخوذة من المجموعة ! ©,©,6©,©,©! - 6 . هنا إذن 5 - م و3 - م. 








© بعض طرائق التعداد 
لنرجع إلى المثال الأوّل أعلاه. 
© استعال القثيل الشجري. لتعيين جميع 
النتائج الممكنة يُمكّن الاستعانة بالشجرة في 
الشكل المجاور التي يطلب منك إتمامها. 





© ما هي النتائج الممكنة ؟ وما عددها ؟ 
من السهل تعداد الفروع النهائية لمثل هذه الشجرة. إذا كان كل فرع في المرحلة : يتفرّع إلى العدد 
ذاته ,7 من الفروع» كان عدد الفروع النهائية مساوياً لجداء ضرب هذه الأعداد أي 
٠00‏ كا ,7 وهذا ما ينص عليه المبدأ الأساسي في العد. 

(8 أسفعال الكاناكه: يدلا من استعمال شحرة يمكتنا الاتفادة من تقنية مل الكانات. 

فمثلآً يمكننا عند دراسة المثال المتعلّق بإلقاء قطعة النقود القول 
إِنَنا نحصل على جميع النتائج الممكنة عن طريق ملء كل واحدة 
من الخانات المرقمة 1 و2 و 3 بأحد الحرفين 7 أو 7. 





© كم خياراً لدينا لملء الخانة الأولى ؟ وعند كل واحد من هذه الخيارات» كم خياراً لدينا لملء 
الخانة الثانية؟ إذن كم خياراً لدينا لملء الخانتين الأولى والثانية؟ وعند كل واحد من هذه 
الخيارات» كم خياراً لدينا لملء الخانة الثالثة؟ استنتج عدد الإمكانات المختلفة لملء الخانات 
الثلاث. 
المبدأ الأساسى فى العد (تذكرة): 
© نريد إنشاء قائمة مكوّنة من « بنداً. نفرض أننا يمكن أن نختار البند + من بين ,7 إمكانية 
معطأة. عندئد نكون. عدد القوائم المختلفة التي يمكننا إنشاءها .7 ٠٠١‏ و7 »ا ٠797‏ 
9 لنفترض أن إنجاز مهمة يمر بعدد 7 من المراحل. يمكن إنجاز المرحلة :) وفق ,7 طريقة 
مختلفة. عندئذ يساوي عدد الأساليب المختلفة لإنجاز المهمة كاملة 0 <٠-١<‏ 7< ,. 
© بالاستفادة مما سبق أجب عن الأسئلة الواردة في الفقرة © . 


© لتكن يم مجموعة الأرقام من 0 إلى 9. ما عدد الأعداد المؤلفة من 4 خانات التي 
يمكنك تكوينها من أرقام المجموعة 5» والتي خانة مئاتها زوجية ؟ 











© إنشاء قوائم من عناصر مجموعة 


في هذه الفقرة نتأمّل مجموعة غير خالية 17 مكوتة من +7 خنصيرا. 
1 التباديل على جموعة 


11 تفترض أنُ نين ع قل عندنت يكرن كل من (0 بعبطبه) و(0بطىء,م) تبديلآ على ا 
(لاحظ أنّ مفهوم القائمة يضم فكرة الترتيب في طيّاته» فهناك أَوَل بندء وثاني بندٍ وهكذا...). يؤول 
إنشاء تبديل على 7 إلى ملء أربع خانات مرقمة» بحيث تحوي كل خانة حرفاً واحداً من ١/7‏ وتكون 
الحروف الواردة في الخانات مختلفة مثنى مثنى. 


هناك أربعة خيارات ممكنة لملء الخانة 1» ويوافق كلا منها ثلاثةٌ خيارات ممكنة لملء الخانة 2. 
إذن هناك 43 خياراً ممكناً لملء الخانتين 1 و2» ويوافق كلا منها خياران لملء الخانة 3. وعليه 
نرى أنّه يوجد 32 4 خياراً لملء الخانات 1 و6222 انة 1 خانة 9 خانة 89 خانة 4 
و3» وبالطبع يوافق كلا من هذه الخيارات خيارٌ واحدٌ ‏ | ]| |[ 2 أ م لا 
لملء الخانة 4. إذن عدد تباديل المجموعة 17 
يساوي 321 ا4. 





انلازة العا 

تجري معالجة الحالة العامة بالأسلوب نفسه: هناك 7 خياراً لملء الخانة 1» و(1 - 7) خياراً 
لملء الخانة 2» وهكذا... حتّى نصل إلى خيار واحد لملء الخانة 7. إذن هناك 

1 2غ (0-1 غ1 

تبديلآ على المجموعة 7 . 

يعطى عدد تباديل مجموعة مكوّنة من 7 عنصراً (1 < «) بالصيغة 

1< 2<...»< (2 - «2,)؟ (1 - ,)»7 
نرمز إلى هذا العدد بالرمز !”7 ونقرؤه «7 عاملي»: ونصطلح أنّ 1 ح !0. 








1 التراتيب : القوائم دون تكرار 
نسمي ترتيباً طوله 7 من المجموعة 7. كل قائمة دون تكرار طولها ” من المجموعة 27 أي 
كل قائمة مكوّنة من ” بنداً مأخوذاً من عناصر 27 » وبنودها مختلفة مثنى مثنى» (« > ” > 1). 


(6,8,4) و,0,4) ترتيباً طوله 3 من المجموعة 8. يؤول [_ ] [ل ]|[ 2 أ 
مرقمة» بحيث تحوي كل خانة حرفا واحداً من 7» وتكون الحروف الواردة في الخانات مختلفة مثنى 
مثنى. بإجراء مناقشة ممائلة لما أجريناه في المثال السابق نجد أنّ عدد القوائم دون تكرار التي طولها 3 
مأخوذة من 77 يساوي 3 4 ا5. 
الحالة العامة 

تجري معالجة الحالة العامة بالأسلوب نفسه. إذا كانت 77 مجموعة عدد عناصرها يساوي 7. فإِنّ 


([ م - مص) »...ءا (2 - ,)»ا (1 - م) »ا 7 
7 تعريونه 2 


يعطى عدد التراتيب التي طول كل منها ”7 من مجموعة مكوّنة من 7 عنصراً (1 < , < 0) 
اده 


. 





(1 + م - مص)» ...<< (2 - )» (1 - صم) »ا 7 


1 القوائم مع تكرار 
لأننا نسمح بتكرار عناصر المجموعة 8 في بنود | لظف 2311333 خانة 7 
القاقمةء فعئد. إنشاء قائمة مكونة .من 7 بتداء لذينا الك ةا 2133 
7 خياراً للبند الأوّلء وكذلك 7 خياراً للبند الثاني» ...2 و 7 خياراً للبند 7. إذن عدد هذه القوائم 


يساوي ”7. إنّ ”2 هو عدد القوائم مع تكرار التي طولها 7 ويمكن إنشاوها من مجموعة عدد 
عناصرها يساوي 7. 








7ه كيف نفشر !د في مسائل التعداد ؟ 
إنّ !” هو عدد الطرائق المختلفة لترتيب عناصر مجموعة مكونة من 7 عنصراًء أو إِنّه عدد 


القوائم المرتّبة المؤلفة من 7 عنصرا. 





كا ء عدد النتائج المختلفة الممكنة لسباق يضم ستة أحصنة:» بافتراض عدم وصول حصانين أو 
أكثر إلى خط النهاية في اللحظة ذاتها؟ إِنّ أية نتيجة للسباق هي تبديل على مجموعة الأحصنة 
الستة. إذن هناك 720 - 1 2 < 3 ا 4 << 5 »ا 6 ح !6 نتيجة مختلفة. 


ايل ابي الحسابات باستعمال العاملي ؟ 
: لاحظ أن 
5142856021 كك ر!ت )2 جر وح ر! 4 )مده ح !5 
" وبوجه عام في حالة 7 > ”7 > 1 لدينا 


ارم - سم)» (1 دم - م) ٠...»‏ (1 - هم) عاسم حامر 
ل ا 
وعليه 
7 
أ د (1 دم دنم) ...عا (00-1 6186 2 لتب 
ارم - م) 
١ ١ ََ‏ 
فمثلا 09-1 ل و1320 - 411210 12 ل . 


السحب دون إعادة لأربع كرات من صندوق يضم تسع كرات 
يحتوي صندوق على تسع كرات مرقمة من 1 إلى 9. نسحب على التتالي أربع كرات دون إعادة 
ونسجّل بالترتيب أرقام الكرات المسحوبة. ما عدد الأعداد المكوّنة من أربع خانات التي يمكننا 
تشكيلها بهذه الطريقة؟ 


هناك 9 خيارات لآحاد العدد الناتج» وبعد سحب الكرة التي تحمل هذا الخيار يبقى 8 خيارات لعشرات 
هذا العدد نحددها بسحب الكرة الثانية» تُْمّ نسحب الكرة الثالثة من بين 7 كرات متبقية لتحديد خانة 
المئات» وأخيراً نختار خانة الألوف بسحب الكرة الرابعة من بين الكرات الست المتبقية. نستنتج إذن أنّه 
بالإمكان تشكيل 3024 - 276 8 »ا 9 عدد مختلف بهذا الأسلوب. 





عدد القوائم مع تكرار 


كم كلمة من ثلاثة حروف يمكننا تكوينها انطلاقاً من حروف كلمة 4آ557181. 


ثلاث خانات علينا ملؤها بحروف كلمة 571114 التي فيها خمسة حروف مختلفة. لملء الخانة 
الأولى لدينا خمسة خيارات» ولمّا كان لا يوجد ما يمنع من تكرار الحروف في الكلمة» فهناك أيضاً خمسة 
خيارات لملء الخانة الثانية وكذلك هناك خمسة خيارات لملء الخانة الثالثة. في المحصّلة هناك 
5 - 5< 5 ا 5 كلمة من ثلاثة حروف حروفها مأخوذة من حروف كلمة 55114. 


م 





























يه تحدربية 
0 اختزل المقادير الاتية دون استعمال الالة الحاسبة: 
| | ا5 ا ١ | ١‏ 
2 6 1 6 (8-أان 0 |64 ه 05م 
20١‏ 15 5 0 !10 
١ ١ | |‏ | 
له 1 9 6 © 9 © 9 © اعد 6 
١‏ !5 اكه 514 0 امار 
© اختزل المقادير الاتية: 
!1 +م) 6 +1١‏ م2) 6 !10 -«2) -!ا(2) 
!(1-م) 1/١‏ -2) !(1- هس) -(!200 
| جحت | 
ام (0-1) 6 101 و !)2 
+1١‏ م) 1 !10 +) !م (1 -2) »...5 ا 3 2 1 


6 اكتب جميع تباديل المجموعة (0,ع,10,5 -ح 17 . 

© لتكن المجموعة (11,2,5,8,9 -5. 
© كم عدداً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة 5؟ 
© كم عدداً مختلف الأرقام ومؤلّفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة 5؟ 
© كم عدداً زوجياً مؤلفاً من منزلتين يمكن تشكيله من عناصر المجموعة ,؟ 


يمكننا تأليفها لمتابعة أعمال الصيانة في المركز؟ 
© يتألف مجلس إدارة نادي رياضي من سبعة أعضاءء بكم طريقة يمكن اختيار رئيس» ونائب 


للرئيسء وآمين سر للنادي؟ 





© اشترك مئة متسابق في سباق للدراجات» يجري فيه توزيع ثلاث ميداليات (ذهبية» فضية» برونزية) 
كم نتيجة ممكنة لهذا السباق؟ (لا توجد حالات تساو). 











© التوافيق 

2. تعررف اللوافيق 

7 تعريم 3 
لتكن / مجموعة مكوّنة من 7 عنصراً وليكن ” عدداً طبيعيَاً يُحقّق « > + > 0. نسمّي توفيقاً 
يضم «, عنصرا من 7» كل مجموعة جزئية مؤلفة من 7 عنصراً من 77 . 

> ملاحظة : إن ترتيب العناصر في المجموعة الجزئية غير مهم؛ فمثلاً (0,1) و (1.0) تمثلان 
المجيرية سياء 

|كقالي]| في حانة (»,0,5) - 7 التوافيق التي تضم عنصرين (2 ح م) من 7 هي (4,8) و ع,5) 
و [(©,10!. 

نرمز إلى عدد التوافيق التي تضم ”/ عنصراً من مجموعة مكوّنة من 7 عنصراً (0 > / > 0) 

بالرمز” (” ). فمثلاً استناداً إلى المثال السابق 3 - (0). 





ا عدد الموافيئ 
لنفترض أنّ 105,06 - 8 و 3 ح- م. إِنّْ 06 هو عدد المجموعات الجزئية من 7/7 


التي كل مؤلف من ثلاثة عناصر. فإذا وضعنا (ّ) - و أمكننا أن نرمز إلى هذه المجموعات ,رء 
ر/» ... 77,6. لاحظ أنّ كل ترتيب لثلاثئة عناصر من 7 هو تبديل على واحدة وواحدة فقط من 
المجموعات كل ولت ... 1 . فيكلا الترتيب (©,0 بع) هو تبديل على المجموعة الجزئية [,0 بعل 
ولتكن ,17 » وهو ليس تبديلاً على أية مجموعة 77١/7,‏ عد :)» أخرى. لأنّ ,7 ليست مكوّنة من عناصر 
7 ذاتها. ولكنَ عدد تباديل كل واحدة من المجموعات ,27 ,1 » ... »,70 يساوي !3. نستنتج إذن أنّه 
بالإمكان توزيع تراتيب 77 التي كل منها مكوّن من ثلاثة عناصرء في 0 حزمة منفصلة تضم الأولى 
تباديل ,40 وتضم الثانية تباديل ,7 وتضم الثالثة تباديل ,7 و... وأخيرا تضم الحزمة © تباديل ,7/. 
وعليه يكون عدد تراتيب ثلاثة عناصر من 7 مساوياً !3<ا؟» وهو في الوقت ذاته يساوي 


. ا رآ 5 
قص ‏ اثء 22 ا 00-0 
523 . إدن 10 0 0 06 0 


* هناك ترميز سابق مازال يستعمل في بعض الكتب هو 07 ولكننا سنلتزم بالترميز الشائع حاليا. 








الحالة العامة 
بوجه عامء لإنشاء ترتيب مكوّن من 7 عنصراً مأخوذاً من مجموعة 7 عدد عناصرها يساوي 27 
نبدأ باختيار مجموعة جزئية ”77 من 77 عدد عنصرها يساوي 7 وهناك ('/) خياراً مختلفاء ثَمَ 
نرنّب عناصر ”7» وهناك !” ترتيباً (تبديلً) مختلفاً ممكناًء إذن استناداً إلى المبدأ الأساسي في 
العدّ !, ا( ) - ”2 » وهكذا نكون قد أثبتنا المبرهنة الآتية: 


© مبرمنة 1 





7 الست اح ا ك0 0 
ام.ارم - مم) 2 ا 0 
سك كيف نفشر (70 ) في مسائل التعداد ؟ 


إنّ (7) هو عدد الخيارات المختلفة ل 7 عنصراً مختلفاً من مجموعة مكونة من 7 عنصراً. 
وت ين سمب بعض النبم البسيطة المقداد 0-1" 

* إنّ () هو عدد الأجزاء المكونة من 0 عنصراً في مجموعة مكونة من 7 عنصراً. فقط 
المجموعة الخالية تحقق هذه الشرط! إذن 1 - (0). 

© إنّ (17) هو عدد الأجزاء المكونة من عنصر واحد في مجموعة مكونة من ”7 عنصراً. مثلاً 
في المجموعة 0,0,20,:1] - /7/. هي المجموعات الجزئية (12] و [10) و1001 و[2). هناك 
مجموعات جزئية وحيدة العنصر بقدر عناصر . إذن 7 - (7). 

إنّ (7) هو عدد الأجزاء المكونة من 7 عنصراً في مجموعة مكونة من 7 عنصراً. فقط 
المجموعة 7 بكاملها تحقق هذه الشرط! إذن 1 - (,7). 

نتأمل مجموعة من البطاقات عدد عناصرها 32. فيها ثماني بطاقات حمراء اللون مرقمة من 1 

إلى 8» وثماني بطاقات زرقاء اللون مرقمة من 1 إلى 8» و وثماني بطاقات خضراء اللون مرقمة 

من 1 إلى 8» وثماني بطاقات صفراء اللون مرقمة من 1 إلى 8. نسمّي سحبا أي مجموعة 

جزئية مكوّنة من خمس بطاقات من المجموعة. 

© كم سحباً يضمّ تماماً بطاقتين حمراوين؟ 

© كم سحباً يضم على الأقل بطاقة واحدة تحمل الرقم 1؟ 








لاصطناع سحب يضم تماماً بطاقتين حمراوين» نبدأ بسحب بطاقتين من بين البطاقات الحمراء» ثُمَ 
نسحب ثلاث بطاقات من بين البطاقات الأربع وعشرين الباقية. 

هناك (5) خياراً مختلفاً للبطاقات الحمراء من بين البطاقات الثماني المعطاة. 

" ويوافق كل واحد من هذه الخيارات  (‏ ) خياراً ممكناً لبقية بطاقات السحب. 


إذن العدد المطلوب هو 





وسممء - 242322 /ءاة - (5(*)5) 


2 13*02 

© لنرمز بالرمز 4. إلى مجموعة السحوبات التي يضم كل منها بطاقة واحدة على الأقل تحمل الرقم 

1. لحساب (للى)11مء » أي عدد عناصر ىء من الأسهل حساب عدد عناصر المتمّمة “ل أي عدد 

السحوبات التي لا يضم أيّ منها بطاقة تحمل العدد 1. نصطنع سحباً من “4. عن طريق اختيار خمس 
بطاقات من مجموعة البطاقات التي لا يحمل أي منها العدد 1 وعددها 28 -4 -32. إذن 


05 ح (“6للم)510» 


أمَا عدد جميع السحوبات فيساوي (77) - (5:0)8» . إذن عدد السحوبات التي يضم كل منها بطاقة 

واحدة على الأقل تحمل الرقم 1 يساوي 103096 - ( 7 )- (32) . 

نه تسدودية 

© اختزل المقادير الآتية واكتبها بصيغة أعداد صحيحة أوكسور غير قابلة للاختزال : 

0 ى © جه () 
0 

© أثبت صحة المساواة (5) -( ")م في حالة 2 <- ,7 و« > ” > 1. 

© عين الأعداد الطبيعية ”7 التي تحّق الشرط المعطى في الحالات الآتية: 

© 36 -(0) © (3)2-14)0 © (وم) (,) 


© نريد تأليف لجنة مكوّنة من أربعة أشخاص مأخوذين من مجموعة تحوي خمسة عشر رجلا وأربع 


ه م هرم 0ه (ا 


8 


عشرة امرأة. 
© كم لجنة مختلفة يمكننا تأليفها؟ 


© كم لجنة مختلفة مكوّنة من رجلين وامرأتين يمكننا تأليفها؟ 











© خواص عدد التوافيق (8). ومنشور ذى الحدين 


© مبرهنة 2 


© أياً كان العددان الطبيعيان 7 و بحيث م > م > 0 كان 


0 0 00 


© أيآ كان العددان الطبيعيان 7 و بحيث 7 > م > 1 كان 


8" )جرة) 





© هذه نتيجة مباشرة من المبرهنة 1: 


7 7 _- 7 08م 
5 ارم - هم).!”ر, حبسم - (مدم) 


© هنا أيضاً نستفيد من المبرهنة 1: 


(1-م) !(0-1م) 7-1 1-1 
د عا ” )+1م) 
١1ح‏ س)» م - م) -1(١‏ صم) »م _- 


الم - ]1 - م).(م - همم).ام الم - س).!1- م)." 
اله زم دسا !نا - هع ” 


ارم - م).ام_ ارم - م).!”ر, 
الاحس عو _ !رعس )عد رب وي 
ارم - م).!”ر ارم - م).!م 

7 1 
م 71 ا( - م).!”ر 1 


وبهذا يكتمل الإثبات. 
2 مبرهزة د (منشور ذي الحدين) 
أياً كان العددان العقديان »© و ( وأياً كان العدد الطبيعي 1 < 7 كان 
"ري ) +“ ”طهزي) + “تور ) + ...6ك تور ) + “دزم) - "(5 + م) 
الإثباءته (دنرك إلى قراءة ثانية) 


لجر الإثبات بالتدريج. المساواة محققة في حالة 1 - ” لأنّ ”(,) + *(0) - '(4+0). لنفترض إذن 
العلاقة صحيحة في حالة 1 < 7» ولنحسب !7( + 4). بملاحظة أن 





“رط عواسل "إزراحد وان ع “رفعدى) (فبدع) د 19"ززعدع) 








نستنتج أنّ 
7"( -+ م) + "زم + م)م - ا د - ''"(0 + م) 

| 070 ا "ملك ) ل رت “و(7) ل ول تور 
0 ")+ ور رسيي تور 
"وى (*) اب #واتعدمي (5) ...ل وتو 
“)ع "طهر )ل .ل "اا "ول ,) ...+ "م 


ولكن في حالة « > " >1 لدينا (711) - () + (,”. ) وذلك عملاً بالمبرهنة 62 إذن 
00 + زو( ١‏ ") اك رده 0" ...لدم" 0 اس و0 - زم مد 0( 
وأخيراً لأنّ 
وجدنا 
1" ( 0 زو( ") وار -1صر 0" عاك ل ا 1 3 : سو(" ) - 1م ل 0( 


وهو منشور ذي الحدين في حالة 1+ 7. وعليه إذا كان منشور ذي الحدين صحيحاً في حالة 7 كان 
صحيحاً في حالة 1 + 7» هو إذن صحيح بوجه عام أيآ كان العدد الطبيعي الموجب تماماً 7. 





© ننيجة [عدد أجزاء مجموعة) 
إن عدد المجموعات الجزئية من مجموعة مكونة من 7 عنصراً يساوي "2. 
بوضع 1 - ( - 0 في منشور ذي الحدّين نجد 
زو تسمه جاده منة وى زو ع "ار 
ولكن إذا كانت 77 مجموعة مكونة من 7 عنصراًء كان (7) عدد أجزاء 7 التي كلّ منها مكون من ” 
عنصراًء ومن ثم كان المجموع 


لمم وسح ري 


عاند لعدد جميع أجزاء ره 








-_- 2> 
0 09 


طريقة ثأنية. إذا كُلُفنا بإنشاء مجموعة جزتية 4 من 7 » فيمكننا إنجاز هذه المهمة بعدد « من المراحل. 


في المرحلة الأولى نقرر أنضع العنصر الأوّل في 1 أو لا نضعه فيهاء وهناك خياران اثنان. وفي 
المرحلة الثانية نقرر أنضع العنصر الثاني في /, أو لا نضعه فيهاء وهناك خياران أيضآاء وهكذا حتّى 
نصل إلى المرحلة 7 حيث نقرّر بشأن العنصر 7» وهنا أيضاً لدينا خياران. واستناداً إلى المبدأ 
الأساسي في العدء العدد الكلّي للخيارات المتاحة لتكوين 4, يساوي ”2 - 22 ...»ا 2« 2. 


7 


. ' ش / ٠‏ 
#ي * كيف نثبت صحة الخواص في المبرهنة 2 دون حساب؟ 


" يؤول اختيار جزء 7 ذي 7 عنصراً من 7 إلى اختيار الجزء المتمّم 707 - ”7 المكّون من 
- 7 عنصراً. إذن هناك العدد نفسه من أجزاء 77 التي كل منها مكون من ”7 عنصراً وأجزاء 7/ 
ليكن 4 عنصراً من 7. بين أجزاء 7 التي كل منها مكون من ” عنصراء وعددها ( ) جزءاًء 
هناك نوعان» تلك الأجزاء التي تحوي العنصر + وليكن عددها » وتلك التي لا تحوي العنصر 0 
وليكن عددها ؛. من الواضح أنّ ('!) -, + . لنحسب *: يتكوّن كل جزء من ”7 عنصراً بينها 
العنصر » من 7-1 عنصراً مأخوذة من بين عناصر »8١)0(‏ إذن (/7) - :ه. لنحسب 
أيضاً «»: كل جزء مكون من ” عنصراً ليس بينها © هو جزء مكون من ”7 عنصراً مأخوذة من 


المجموعة /7١40(‏ التي عدد عناصرها 1 - «»ء إذن (7م”) - ,ء ومنه 


() ")+ رم) 

ا كيف نحسب ( ©/ ) انطلاقاً من مثلث الكرجي-باسكال؟ 

" يفيد المثلث المبين في الشكل المجاور في حساب 
(7) تدريجيا إذ نستفيد من العلاقة 
(7) - (1")+(7/) في إنشاء الأسطر 
تدريجياً ثْمَ نقرأ ('/) عند تقاطع السطر «7» 
والعمود «7». 


_- ما صيغة الحد ذي الدليل 7 في منشور ذي الحدين "(6 ل 0؟ 


/ 010 1 11-77 ٠ 
إنها 0 0 ) - .1» والمنشور يساوي مجموع 11-1 عدا هىن. لق 11 وه و‎ 5 











استعمال منشور ذي الحدين 


انشر كلآ من المقدارين 1(5 -2) - 4 و75 + 1) - 28رء (تذكّر أنّ + هو العدد العقدي الذي 
يحقق 1 ح 6/). 
© المقدار 25-1 هو مجموع من الشكل (5 + 0) حيث 2# - م و1- -ح 5. نطبق إذن منشور 
ذي الحذين بعد ملاحظة أنّ القوى الزوجية للعدد 7 تساوي 1 والقوى الفردية للعدد 7 تساوي 1-. إذن 
1 - مو(ة) + تمنورة) - #مة2(ة) + “منوزة) - قو25 - 15 - به) 
1022-1 ل 52و40 - تبومق + ذجومق ‏ 5.وو83 - 





© ونجد بالمثل 


5ظظ 
انشر "(2 + 1) واستنتج قيمة المجموع 


"سد رواتة سس روه درواا ديه 


© استناداً إلى منشور ذي الحدين لدينا 


م + 65 + 1514 + 2018 + 151:2 + 6 + 1 ع 5 + 1) 
81- - 62-1 + 15 +2014 - 66-15 + 1 7 


22(7) (5) + ... + "(2()2) + ... + (ه2) (7) +1 - #(ه2 + 1) 


”8 - "(2 + 4 - (2")6 + ...ل (27)2 + ...+ (200 +1 حي 


هذ تحاريية 
© انشر كلا من العبارات الآتية: 
© ؟“إ(س + 2) © (س-]) © *(2-1) 
4 
© جما © 225 +1) © 0-4) 
56 


10 
© عين في منشور 





+ الحد الذي يحوي 1 والحد الثابيت المستقل عن 2. 


7 





1 ا 1 
7/8 


© اختزل منشور المقدار '(نه -1) + '(ه + 1). 





6 |ء. ب 


"" الفكرة الأولى: ترتيب أشياء في قائمة يؤول إلى ملء خانات مرقمة. 
851 يمكن ترتيب الشيئين 4 و 8 في قائمتين (8 ,4) و (8,.4). 
"" تفيد الفكرة الأولى في الإجابة عن أسئلة بسيطة مثل : 
بكم أسلوب مختلف يمكن ترتيب 7 شيئاً مختلفاً ؟ الإجابة : 
21 »...<< (2 - م,) ا (1 - 2,) »ا 7 


بكم أسلوب مختلف يمكن ترتيب م عنصراً مختلفاً مأخوذة من بين 7 عنصراً ؟ الإجابة: 
(1 + م - م)» ...<< (2 - مم,) ا (1 - ,)»ا 7 


ما عدد القوائم المختلفة المكوّنة من م بنداً والتي يمكننا ملؤها من عناصر مجموعة مكونة من 


“ةا بالتعريف: 2<>1 <٠...‏ (2 -0) << (1 - )ا © ح !مج و 1 -01. 


7 ١ 
2.) ا‎ 1 


"" متى نستعمل التوافيق ('!) ؟ عندما يُطلب مثا اختيار 7 عنصراً (دفعة واحدة أي دون ترتيب) 
من مجموعة مكونة من 7 عنصرا. 
عدد الإمكانات المختلفة لاستعارة خمسة كتب من مكتبة تضم 100 كتاباً يساوي (100). 
"" يعَمّم منشور ذي الحدين المتطابقات الشهيرة: 
“عد ووعة كوبت 3زم عفن ) و “عل 3007 حون كولاه كن ع *رن عل ن) 
فيكون '(5 + 4) مساوياً لمجموع جميع الحدود من النمط "17(070) عندما تتحوّل 7 من 0 


إلى 7. لاحظ أنه في جميع الحدود يكون مجموع أمنّئْ 4 و ( مساوياً 7. 
د 


ا منعكسات يجب امتلاكها. 
"ا عند حل مسألة تتطللّب تعداداً. 
تخيّل طريقة لاصطناع أو إنشاء الأشياء الواجب عدّها. 
" تبَيّن إذا كان الترتيب ضرورياً أو مهما في هذا الإنشاء. فإذا كان الترتيب ضرورياء فكر 
بأسلوب ملء الخانات»ء وإذا لم يكن الترتيب مهما ففكّر بالتوافيق» أو بتقنيات أخرى تتفق مع 
الحالة المحروسية: اشمهان » جداول: مجموعات:.... . 


"" تنبّه إلى عدم تعداد الشيء نفسه أكثر من مزرة. 











ع 
الك 


07 5 1 أنواع السحب المختلفة 


نتأمّل صندوقاً يحوي أربع كرات تحمل الأرقام 6 و7 و8 و9. 
© السحب مع الإعادة 
تُجري التجربة الآتية: 
نسحب ثلاث كرات على التتالي مع الإعادة؛ أي إننا تُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد كل 
مزة. 
* نُدوّن بترتيب السحب أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. 
إذن نتيجة التجربة هي ثلاثية أو قائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة (16,7,8,9 - 7 . فمثلاً 
الثلاثية (9,7,7) تمثل سحب الكرة التي تحمل الرقم 9 في السحب الأوّل والكرة التي تحمل الرقم 7 في 
السحب الثاني والكرة التي تحمل الرقم 7 في السحب الثالث. 
© كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
© كم نتيجة ممكنة في كل من الحالات الآتية : 
*. الكرة المسحوبة أولآً تحمل الرقم 6» والثانية تحمل الرقم 9 والثالثة تحمل الرقم 7 ؟ 
2 الكرة المسحوبة أولاً تحمل الرقم 8» والثانية تحمل الرقم 7 ؟ 
©. الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم 9» والمسحوبة ثالثاً تحمل الرقم 8 ؟ 
7 الكرة المسحوبة ثانياً تحمل الرقم 7 ؟ 
© السحب دون إعادة 
نُجري التجربة الاتية: 
# نسحب ثلاث كرات على التتالي دون إعادة» أي إننا لا تُعيد الكرة المسحوبة إلى الصندوق بعد 
كل مرة. 
* نُدوّن بترتيب السحب أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. 
هنا أيضاً تكون نتيجة التجربة ثلاثية أو قائمة من ثلاثة بنود مأخوذة من المجموعة (16,7,8,9 - 2# 
ولكن في هذه المرة يجب أن تكون بنود القائمة مختلفة مثنى مثنى. فهي إذن ترتيب لثلاثة عناصر 
فأخوذة من 1 
© كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
© أجب عن فقرات السؤال © من الفقرة السابقة» ولكن لهذا النوع من التجارب. 








© اسح يةانمعاً 
تجري التجربة الآتية: 
# نسحب في آن معاً ثلاث كرات من الصندوق. 
* نُدوّن أرقام الكرات الثلاث المسحوبة. 
هنا يمكن تمثيل نتيجة التجربة بمجموعة جزئية مكوّنة من ثلاثة عناصر مأخوذة من (6,7,8,9) - 77 . 
0 كم عدد النتائج الممكنة لهذه التجربة ؟ 
© كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العدد 7 ؟ 
© كم عدد النتائج الممكنة والتي يظهر فيها العددان 8 و9 ؟ 
لاد 2 مثلنات في مسدّس 
في الشكل المرسوم جانباً لدينا ست نقاط 1 و8 و © و72 و7 و”7 مورّعة على دائرة بحيث تشكل 
رؤوس مسدس منتظم. 
تُجري التجربة الآتية: نصل بين ثلاث نقاط منها لنحصل على مثلث. 
© ما عدد المثلثات التي يمكن أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟ 
© ما عدد المثلثات القائمة التي يمكن أن نحصل عليها بهذا الأسلوب؟ 
© ما عدد المثلثات المنفرجة الزاوية التي يمكن أن نحصل عليها بهذا 
الأسلوب؟ 





اد 3 منعاً من السرقة 
يوجد لبعض أنواع السيارات مذياع ذو قفل رقمي مضاد للسرقة يفتح عند إدخال رمّاز (كود) مكون من 
عدد ذي أربع خانات يمكن لأيّ منها أن يأخذ أيآ من القيم 0,1....,9. 
0.. ما هو عدد الرمّازات التي تصلح للقفل؟ 
ينطلق الإنذار في السيارة إذا لم يجر إدخال أي خانة صحيحة في مكانها. ما عدد الرمازات التي 
شبب انطلاق الإنذار. 
. ما هو عدد الرمازات التي تصلح للقفل والمكوّنة من خانات مختلفة مثنى مثنى؟ 
© عند فصل التغذية الكهربائية عن المذياع» يجب على مالك السيارة أن يعيد إدخال الرماز 
الصحيح مجدداً ليتمكن من استعمال المذياع. يتذكر المالك أنّ الرماز الصحيح مكوّن من 
الأرقام 1 و5 و9 و9 ولكنه نسي ترتيبها. 
كم رمّازاً مختلفاً يمكن للمالك أن يكوّن من هذه الأرقام؟ 








ياه 4 تحويل العبارات المثلثية 

0 ماهى المهمة المنشودة ؟ 

نهدف إلى التعبير عن مقادير مثل # ”وم أو نه ”صنىء أو حتى 1 512 0057© بصيغة مجموع حدود 
من الصيغة (:05)2» 5 أو (:512)02 © حيث ( وء أعداد حقيقية وام و7 ون أغداد طبيعية: قمكلا 
رأينا في دراستنا السابقة أ : + عدن *وون او 0 كز “رهزة: 

تظهر أهمية هذه التحويلات خصوصاً عند حساب التوابع الأصلية» فإذا تمكّنا من كتابة التابع 
زه ”ومن جا نه بصيغة عبارة خطية لتوابع من النمط (:دو)ومء جابرر أو (:2)0ته جا مء صار 
بإمكاننا حساب تابع أصلي لهذا التابع. 


© شرجالطرء كتستيال 
لنسع إلى تحويل عبارة ‏ “<ذه إلى مجموع حدود من الصيغة (:05)05» 0. 


5 ل ديل 7-7 232 
*# ذ نستعمل علاقتي أويلر :ك7 - ريزو او كلت - وووون: 
ب 1 
| ا 1 0 م 2م 
114 ل #اع) _ 5 حت 1 5-6 
16 21 
# كم ننشر 4(*-م ‏ م) باستعمال منشور ذي الحدّين: 
اع 3 2ح نقأى إ/ 00 2ح 2130 6 3 2م 3130م ]2 _- ]| جو 5-6 
16 
سه ء ل شه |! يغة با 5 ال :)1م 5 نهأةى تنام م 9 س كل حدين 00 و 1828م معاً لنجحد 
0 202 #428 401 د مه 
[6+( م ل 158كم)4 - 55 مل 6ح د م 51 


* نستعمل علاقتي أويلر بالشكل م وم 2 - 2122م ل نظام أو 04 طذه 21 - 2105م - 52ج لنجد 


35 1 1 1 
5+ :و2 ومع < - نيك ومن 2 ع [6 + :2 وون 8 - زه4 ومن 2 ) ت ح رو “ررزو 
8 2 8 16 
2 2/2 
" فمثلا لحساب 20 “زه ١‏ ]1 نكتب 
0 


202 
ح بول م لررزه [ 
0 


037 2 3 1 1 
لاح إن ل 2 ره  -‏ :و4 وزو 
16 ' 8 4 32 





(تتطلب هذا الفقرة دراية ببحث التكامل.) 


© تطبيق 


حوّل كل عبارة مما يأتي إلى مجموع نسب مثلثية لمضاعفات ‏ : 


© سوم © جرونسنوج “وم © تس ”طزه. 











© عين 7 في كل من الحالات الاتية: 


7ك 1 8 رأي8] حدر 
ل عر ار صرت در 
5 و22 1 0 © و61 1 
0 4 0 2 كه 00 10 





[( يلتفي عشرة أصدقاء في حفل؛ يصافح كل منهم الأشخاص التسعة الآخرين مرة واحدة فقط » فكم 
عدد المصافحات التي جرت في الحفل ؟ عمّم النتيجة السابقة إلى حالة 7 صديقا. 
© في أحد الامتحانات يُطلب من الطالب الإجابة عن سبعة أسئلة من عشرة. 
© بكم طريقة يمكن للطالب أن يختار الأسئلة ؟ 
© بكم طريقة يمكنه الاختيار إذا كانت الأسئلة الأربعة الأولى إجبارية ؟ 
© أراد صف فيه إثنا عشر طالب وثماني طالبات تأليف لجنة نشاط للصف مؤلفة من خمسة 
أشخاص. بكم لجنة مختلفة يمكن تأليفها في كل من الحالات الآتية: 
© اللجنة مؤلفة من ثلاثة طلاب وطالبتين. 
© في اللجنة طالبتان على الأكثر. 
© في اللجنة طالبتان على الأقل. 


© أاحسب امثال نر في منشور رو + 2). 


ها احاد وعشرات العدد 1157 + 


ما الحد الثابت (الذي لا يتعلق بالمتحول ) في منشور 0 ؟9 
7 











نعل البحث مع © 





عددأقطام مضا محدّب 


ثبت أن عدد أقطار مضلع محدب عدد رؤوسه 7 حيث 4 < «,7. يعطى بالعلاقة 

99 نحو الحلَ 

نعلم أن القطر في المضلّع هو قطعة مستقيمة تصل بين رأسين غير متجاورين. فكم قطعة مستقيمة 
تصل بين رأسين مختلفين من رؤوس المضلع يمكن أن نرسم؟ ومن بين هذه القطع كم ضلعاً 
للمضلع تجد؟ 

4 اشرح لماذا يمثل المقدار « - (0) عدد الأقطار المطلوب. 


1 ار 
التعداد على شم كذ 


في الشكل المجاور نتأمّل شبكة منتظمة مرسومة في مربّع (/41770/.. 
ونرغب بحساب عدد المستطيلات المرسومة في الشكل. علماً أن المربع 
مستطيل خاصْ. ٍ 0 
7 نحو الحلٌ 
غالباً ما يكون مفيداً» عند حل مسائل التعدادء إيجاد أسلوب عملي يتيح الحصول على الأشياء التي 
نريد تعدادهاء وهذا واحد من هذه الأساليب: تحقق أنه عندما يتقاطع مستقيمان شاقوليان مع 
) يجب أن نتيقّن من تعداد جميع الأشياء المطلوبة دون استثناء ودون تكرار. لنرمز إذن إلى 
المستقيمات الشاقولية (0.,2 ,ونه ,ينه ,.ه,ونه) بحيث ينطبق ((47) على ,ره و(800) على .. 
ولنرمز أيضاً إلى المستقيمات الأفقية (/,,70,7,85.7,.7) بحيث ينطبق (472/) على ,7 
و (00) على ٠‏ 
وعلى هذا يمكن تمثيل كل مستطيل بالشكل ((,0,,0).[ر8,.8]) مع (7, عد 1 و/ ع 8). لاحظ 
أنَ الترتيب غير مهم أي إِنَ المستطيل الموافق ل ((/,,17:,7,[,10) هو نفسه المستطيل الموافق 
كرتي ول لير أو تير ]ول الو اك اموب ٠‏ استنتج أنّ عدد المستطيلات المنشود يساوي 
عدد أساليب اختيار مستقيمين شاقولييّن» ومستقيمين أفقيين. 


1) - 3( 

















(ي مخراصعدد لتوافق 


في حالة عدد طبيعي «. ادرس كيف تتغيّر الحدود المتتالية 0 واستتتج: أن المساواة 


11> 
يتا اكاقى و - م أوم - نو +م. 
98 نحو الحلَ 


#4 لننظر إلى الحدود المتتالية 0 عند بعض القيم الصغيرة للعدد 7. في حالة 4 - , 
>0 1 





نجد (1,4,6,4,1) وفي حالة 5 -ع م نجد (1,5,10,10,5,1). في الحالتين: تتزايد الحدود في 
البداية ثُم تتناقص. 
لمقارنة حذين متتاليين نحسب نسبتهما ونقارن هذه النسبة مع الواحد. 


© أثبت أن دم (ثم) 


11 (م) 








2 .0. نفترض أنّ م2 ح م . أثبت أن 
(/) < (ي,) في حالة « < :م و (70) > ( ريم ) في حالة ” > «7. 
7 ا كر هده تفن 0)). 
/0>>) 
. نفترض أنّ 1 + 270 ح . أثبت أنْ 
(5) )في حلا حم ع )> )قي جلة + » 


..ى +*ي 27211 2713-1 0 5200 2 
قتع أن 0 ) - 277000 ) هنا أكبر أعدد لتاق .070500 


3 لاحظ أن المساواة (7) > (7) تقتضي أن يكون (,-م) > (م-,,) > (7) - (م)» وأته 
في هذه الحالة يكون إثنان من الأعداد 0 - صررم - 2,0,7 ادر من 1 أو يساويانه. ويكونان 
من نَم متساويين استناداً إلى الفقرة السابقة. 


/ أنجز الحلّ واكتبه بلغة سليمة 





قُدُماً إلى الأماء © 


© ليكن كثير الحدود 0(4 + 1)”(ه + 1) - ()7 حيث » و( عددان طبيعيان» فإذا علمت أن 
أمثال ‏ تساوي 62» فما هي القيم الممكنة للمجموع 6م ؟ 


الو يريد معلم توزيع 1 + م جائزة مختلفة على + تلميذاً وبحيث يحصل كل تلميذ على مكافأة واحدة 
على الأقل. ما عدد النتائج المختلفة لهذه العملية ؟ 











© لتكن المجموعة (1,2,3,4,5) -ح ؟, ولدينا مجموعة 7 من الأعداد التي تتميّز بالخصائص 
التالية: أرقامها مختلفة و مأخوذة من ؟, ٠»‏ لا يوجد أي عدد منها من مضاعفات العدد 5» كل 
عدد منها أكبر من 20000 . فما هو عدد عناصر 77 ؟ 


صندوق يحوي 10 كرات؛. 6 كرات حمراء و3 كرات بيضاء و كرة واحدة سوداء. نسحب من 


الصندوق ثلاث كرات على التتالي مع إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. 

0 كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة الألوان ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟ 
© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة سوداء واحدة على الأقل ؟ 





17 صندوق يحوي 10 كرات؛» 6 كرات حمراء و3 كرات بيضاء و كرة واحدة سوداء. نسحب من 
الصندوق ثلاث كرات على التتالي دون إعادة الكرة المسحوبة في كل مرة. 

0 كم عدد النتائج المختلفة لهذا السحب ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تحتوي على كرتين اثنتين فقط من اللون نفسه ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات مختلفة الألوان ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على ثلاث كرات ليست جميعها من لون واحد ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة حمراء واحدة على الأقل ؟ 

© كم عدد النتائج المختلفة التي تشتمل على كرة سوداء واحدة على الأقل ؟ 


لتكن (41,2,3....,29,30 ح 6,. كم عدد المجموعات الجزئية المكوّنة من ثلاثة عناصر من 5, 
مجموعها من مضاعفات العدد 8 ؟ 


ليكن ,1 العدد المعزف بالصيغة : "(3/ - 2) + "[2/5 + 2) - ,1 . 


0 تحقق أنّ ,4 و ,1 هما عددان طبيعيان. 


© أثبت أنَ ,4 عددٌ طبيعي أي كانت قيمة العدد الطبيعي 7. 





نتأمّل مضلّعا محذبا مؤلفا من 7 ضلعاً (4 < 7). نسمّي قطرا في المضلّع كل قطعة مستقيمة 
تصل بين رأسين غير متتاليين في المضلع. نفترض أننا في الحالة العامّة حيث لا تتلاقى أي 
ثلاثة أقطار في نقطة واحدة إلا إذا كانت هذه النقطة أحد رؤوس المضلع. احسب ,7 عدد نقاط 
تقاطع أقطار المضلّع بدلالة 7. يمكن البدء بتعيين ,1 و ي(/. 
مساعدة: الجواب « + ()). 


اكتب المقادير الاتية بصيغة عبارات خطية في النسب المنلنية لمضاعفات الزاوية 60 تم أجب 
عن السؤال الموافق. 


202 
0 مس ومن واستنتج قيمة. نمل نه*8مه | 
0 
8 ل لس م 351227 :81232 2000 
(2) 7 كسرع ؛ واستنتج قيمة ابالسلسبجت7ت ورور 
3 0 جج 
0 
2102 
© م كستىء واستنتج قيمة 2 كسنة | . 


0 


434 
(4) # 4رززه : وم » واحسب ال اكستة ادف ل - (©)"7 بطريقتين. 
0 








ال“حتالات 


© الاحتمالات المشروطة (تزحكرة) 
© المتحولات العشوائية 

© الاستقلال لاحتمالي لمتحولين عشوائيين 
المتحولات العشوائية احدانية 











البتتكا التامّة أو التخالفيات 106121156116115 


يستفيد من !| إجابات | لال كلمل شمن لاد به بعضهم 
البعض. فقام بخلط ق الإجابة ثم أعاد لكل طالب ورقة إجابة نو 
الحقال أل يصحّح ل ورقة الإجابة الى نخضه ؟ 

إذا رمزنا إلى جموعة الطلاب (1,2,...,7) بالرمز ,]2 لاحظنا أن كل توزيع 
لأوراق الإجابة هو تبديل © على المجموعة ,,21. إذ يُْصحّح الطالب 8 اختبار 
الطالب (6)6. وعليه فإنّ فضاء العيّنة هنا هو جموعة تباديل ,]1 وعددها !7. 
تبمنا تلك التباديل حيث لا يصحّح أي طالب ورقة | الإجابة الى تخضهء أي جموعة 
التباديل 6 6 التي تحقق 0 (8)» أيا كان الطالب 8 من ,,كدء تسمّى هذه التباديل 
تباديل ثامة أو تخالفيات» وترمز غاذة إلى عدذها بالرمة 
,2. فثلاً مثلنا في الشكل المجاور تخالفيات أربعة 
طلاب. أمّا احتال ألا يُصحّح أي طالب ورقة 


الااختبار التى نخضه فهو إذن يساوي د ,10 . 





يرهن أنّ ,20 يساوي أقرب عدد حيح | 
98 ب ل ح ررم مطل 
فإذا كانت 7 كيرة بقد ركاف كان احقال ألا يُصحّح أي طالب ورقة الإجابة 
التى نخضّه حوالي 3700. 








الاحوالاات 


امم كيد 
الهدف من هذه الانطلاقة التذكير بما درسناه سابقاً. 


٠‏ لتكن ,4 أو يه أو ... أو ,» النتائج الممكنة لتجربة عشوائية ماء فتكوّن مجموعة هذه النتائج 
| ,».....ره,به! - © فضاء العينة الموافق لهذه التجربة. نسمّي كل مجموعة جزئية من © 
حدثاً. وكذلك نسمي الحدث المؤلّف من جميع النتائج الممكنة للتجربة أي © الحدث الأكيد. 
وأخيراً نسمّي الحدثّ المستحيل الحدث الذي لا يحتوي على أيه نتيجة ويقابله المجموعة الخالية: 
لت 


في تجربة إلقاء حجر نرد عادي لدينا (41,2,3,4,5,6 - ©2. الحدث 1/, الموافق للحصول على 
نتيجة أكبر أو تساوي 4 هو المجموعة (4,5,6). فالحصول على أية نتيجة من بين 4 و5 و6 يعني 
كحذف العدت 4 . 
٠‏ ونسمي كل مجموعة جزئية مكوّنة من عنصر واحد (مثل (,04)) حدثاً بسيطأ. نقرن بكلَّ نتيجة 
(0) (حدث بسيط) من نتائج التجربة عدداً ,م» يحقق 1 > ,م > 0 يُمثّْل احتمال الحصول 
على هذه النتيجة. ونكتب ,م - (,2)4. فتُعرّفُ بذلك ما يسمى قانون احتمال التجربة العشوائيّة. 
ويكون لدينا : 1 ح- ام +...+ وم + رم . 
٠‏ وهكذاء في تجربة عشوائيّة» يكون احتمال وقوع حدث 1ء الذي نرمز إليه ()12 مساوياً 
لمجموع احتمالات وقوع كل الأحداث البسيطة التي يتأتف منها. ففي المثال السابق 
(12)6 + (5)م + (2)4 - (0)4. فيكون 1 - (2)0 أمّا الحدث المستحيل 2 فاحتمال وقوعه 
يساوي 0. 
ء نقول إنّ الأحداث البسيطة متساوية الاحتمال» أو إنّ نتائج التجربة متساوية الاحتمال» إذا كان 
(0) - (,ه)م أيآ كان + و ر,. واذا كان العدد الكلي لهذه الأحداث البسيطة مساوياً 7 كان 
ِ- 188 »بوكان احكمال الحدث 4 مساويا عدد عتاصير 1 .مقبيوما على عدد عناضين 00 


عدد عنا م 
“م _- صر - (إر)ط 
(210)90 عدد عناصر (؟6 








٠‏ أن تكون نتائج تجربة متساوية الاحتمال هو افتراضء يُمليه علينا النص انطلاقاً من عبارات 
مثل إلقاء حجر نرد مثاليء أو غير منحازء أو إلقاء قطعة نقود متوازنة» أو أن نختار عشوائيا 
شيئاً من بين عدد « من الأشياءء لأنّ هذا يعني أتّنا لا نفضّل أحد هذه الأشياء على الأشياء 
الأخرى. ولكن في هذه الحالة يجب أن نأخذ فضاء العيّنة مكوّناً من هذه الأشياء التي عددها 


.7 


لنتامل صندوقاً يحتوي 5 خمس كرات» اثنتان بيضاوان وثلاث سود. نسحب عشواكنا كرة 
ونسجّل لونها. فإذا أخذنا الفضاء العينة (,/,,4117,175,7,,7 - © كان احتمال أي حدث بسيط 


مسار . ولكن إذا .أخننا فضاء العيئة 21 :17 - © دلالة على اللونين تققط: فعددقة 1 تعود 


الأحداث. البيسيطة متساوية الانحتماك. : ِ- 01م و ث - زور)م. 
الحدث المُعاكس /4 هو الحدث الذي يقع عندما لا يقع الحدث 4. أي مجموعة نتائج 
التجربة التي لا تنتمي إلى المجموعة 4 . ويكون 1 ح (/2)1 + (/)<1. 
الحدث «4 و8» هو الحدث الذي يقع عندما يقع الحدثان 4 و 7 
في آن معا. وهذا الحدث يوافق المجموعة الجزئيّة 8 0 /ء أي 
وعندما يكون 2 - 87 40 نقول إنّ الحدثين 4, و7 منفصلان. 






م 


حم 


ء أما الحدث «4 أو 8» فهو الحدث الذي يقع عندما يقع أحد الحدثين 11 
4 أو 7 على الأقل. وهذا الحدث يوافق المجموعة الجزئيّة 8 لا ل/ء 
أي مجموعة نتائج التجربة التي تنتمي إلى أي من المجموعتين / 
أو 2 أو إلى كليهما. 
ترتبط احتمالات الأحداث 1 و2 و2 460 و2 لا4 بالعلاقة المهمة الآتية: 





(8 46 - (8)ثم + ر4)م ع (8 نا م)سا 


يدرس 3090 من طلاب صف اللغة الفرنسية ("1)» ويدرس 4090 منهم اللغة الروسية (18)» 
ويدرس 6090 منهم دروس إحدى هاتين اللغتين على الأقل. فما احتمال أن يتابع طالب دروس اللغتين 
في آن معاً؟ هنا 0.3 ح (”2)1 و 0.4 - (2)8 و 0.6 - (1 نا 2)17» إذن 
1 - 0.4-0.6 + 0.3 ح (8 م ")ص 
ء نقول إن الحدثين 4/ و 7 متتنافيان إذا كانا منفصلين وعندها 
0 - (8 0 1)4 و (2)8 ل رم ح (ي لاما 








62 الاحتمالات الموشروطمم (تذكرةٌ) 
1 الاحّمالالمشروط 


لقل)| في مدرسة 4590 من التلاميذ إناث (6)» و5590 منهم ذكور (2). ومن بين التلميذات هناك 
07 مقيمات في المدينة السكنية في المدرسة (7)» و7090 خارجيات مقيمات في منازلهن مع 
عائلاتهن (7). أمَا بين التلاميذ الذكور فهناك 6096 منهم مقيمون في المدينة السكنية (7) و4096 
خارجيون (7). نختار عشوائياً بطاقة تعريف أحد تلاميذ المدرسة ونسجل النتيجة التي نحصل عليها 
والتي يمكن أن تكون واحدة مما يأتي: 

« تلميذة مقيمة في المدينة السكنية » و « تلميذة غير مقيمة في المدينة السكنية » 

« تلميذ مقيم في المدينة السكنية » < و « تلميذ غير مقيم في المدينة السكنية ». 
يمكننا تمثيل هذا الوضع ثمثيلاً بيانياً كما في الشكل الآتي الذي نسميه تمثيلاً شجرياً: 


ييه ورب 0.00 

77 > 0,4 
لاحظ أنّ مجموع الاحتمالات المكتوبة على الفروع الصادرة من العقدة نفسها يساوي 1» وهي خاصة 
صحيحة عموماً» وتعرف باسم قانون العْقّد. 
يمثل الطريق 7 لوج _تنتنلله الحدث « تعود البطاقة المسحوبة إلى تلميذة غير مقيمة في المدينة 
السكنية » وهو الحدث 77 0 © فما هو احتمال هذا الحدث ؟ 








إذا كان 77 عدد تلاميذ المدرسة؛ كان عدد التلميذات 27 ا 0.45 ولأنّ 7 من هؤلاء غير مقيمات في 
المدينة السكنية كان عدد هؤلاء التلميذات 0.7 << 27 ا 0.45 ولمّا كان سحب البطاقة يجري عشوائياً 
(أي إِنْ احتمال سحب إحداها يساوي احتمال سحب الأخرى) استنتجنا أنّ احتمال 07 © يساوي 
7< 0.45. لاحظ أنّ هذا الاحتمال يساوي جداء ضرب الأعداد المكتوبة على كل فرع من الطريق. 

إنَ العدد المكتوب على الفرع )لله يساوي احتمال أن تكون البطاقة المسحوبة عائدة لتلميذة 
(©12)0» أمّا العدد المكتوب على الفرع 0.07/77 فيمثل احتمال أن تكون البطاقة عائدة لغير مقيم 
في المدينة السكنية علماً أنها تعود لتلميذة أي احتمال وقوع 7 علماً أن © قد وقعء وهو الاحتمال 
المشروط (12)716» الذي درسناه سابقاً. إذن 0.7 << 0.45 - (2)87/6 »<< (2)6 ح (87 0 12)6. لنتذكر 
معأ: 














7 تعرينم 1 


ليكن 7 حدثاً يُحقّق 0 عد ()2»ء ولنفترض أننا نعلم أنه قد وقع» عندئذ نُعرّف الاحتمال المشروط 
لوقوع حدث 1 علما أنّ 7 قد وقع» (أو احتمال 1 مشروطاً بالحدث 7)» بالصيغة 
(8 ممم 
)2 
وتكتب هذه المساواة بالصيغة المفيدة أيضاً (2)8 ٠.‏ (2)417 ح (292 م )ط . 





- (8 )سآ 


1. الاستقّلال الاحمّمالى لحد نين 


7 تعريوم 2 


إذا كان 4 و7 حدثين في تجربة احتمالية» عندئذ نقول إن 1 و7 مستقلان احتمالياً إذا وفقط 
إذا كان (2)8 >< ()2 ع (2 م )م . 


تاق اقينال الفحرى اتعارب الاتحتدالية المر كي 


نعلم أنه إذا كان ,4 و و حدثين منفصلين أو متنافيين (أي © - رك 0 ب) كان 
زوك + ررك)"ا - زرك نا )”ا 
يمكن تعميم هذه الخاصة بسهولة إلى اجتماع ”7 من الأحداث المتنافية مثنى مثنى كما يأتي: 


7 مبرهنة 1 


ليكن 4 حدثاً ولنفترض أنّه يساوي اجتماع أحداث منفصلة مثنى مثنى بك ويك و... وباب 


عندئدك 





يك + ٠.١‏ + ريف)ظ + رربك)2 ع ركل) ا 


نتأمّل صندوقاً يحتوي على عشر كرات : كرتان زرقاوان (7) وخمس كرات خضراء (6) 
وثلاث كرات حمراء (7). نسحب عشوائياً وعلى التتالي كرتين دون إعادة» ونسجّل النتيجة التي نحصل 
عليها. نهدف إلى حساب احتمال الحدث و الموافق لسحب كرة زرقاء في المرة الثانية. 


نلاحظ أنّ التجربة تجري على مرحلتين: 








المرحلة الأولى ممثلة بالفروع البنيّة الثلاثئة في الشجرة: وهي توافق الأحداث ,72 « سحب كرة 
زرقاء في المرة الأولى » و « سحب كرة خضراء في المرة الأولى » و0/ « سحب كرة حمراء في 
المرة الأولى ». ولدينا 

2 - (2)8 و 0.5 - 20 و 0.3 (2)7 

المرحلة الثانية ممثلة بالفروع الزرقاء اللون في الشجرة وهي 
تبيّن جميع الإمكانات. لنضع أنفسنا عند العقدة 7. إِنّ الاحتمال 
الواجب كتابته على الفرع 27 1 هو احتمال 9 نسحب كرة 
زرقاء في المرة الثانية علماً أننا سحبنا كرة زرقاء في المرة الأولى؛ 
1 5 
أي (,15|و1)” . نجد 0 ح (,2)8018. ويجرى حساب الاحتمالات 
على بقية الفروع بالمثل. 


لنتأمّل المسار ,7/3 -+ل.830 ده إنْه يقود إلى الحدث 








و8 )١‏ ,2 . إذن 

1 [1 

ا 09 »ا 0.2 ح ( رط |اوظ)ظ »ا ل 193)ظ ح ررظ 0 قلطا 
ونجد بالممائلة أن 


: - د" 5 -ح ( 6 وط)ظ »ا (1)6 - روط 2١‏ ,1”)6 
1 2و 
1 907 “ا 0.3 ع (ل] لظ »ا (ل)ظ - زرط 0١‏ ,لطا 
ولكننا نحصل على الحدث ,8 عن طريق اتباع المسارات ,8و8 _لوو8 و6 ٠ه‏ 
وب# ه# و وهي توافق أحداثاً متتافية» إذن 
1 1 1 1 
5 ا و 11 8 مك روط 61 اللا عد روظ )88 كك روما 
1 . المواعد العامةى حالة| , هيا 5 لشحرى لمحرية 
* تُوافق كل عقدة حالة من حالات التجربة. 
" قانون العقد: مجموع جميع الاحتمالات المكتوبة على الفروع الصادرة من العقدة يساوي 1. 
9 يمثل مسار تأم بدءأ من جدر الشجرة إلى نهاية طرف نهائي فيهاء الحدث الموافق لتقاطع م 
الأحداث التي يمر بها المسارء وعادة تُطابق بين المسار والحدث الذي يمثله. 








" إِنْ احتمال مسار يساوي جداء ضرب الاحتمالات المسجلة على الفروع التي تكوّن هذا المسار. 
" احتمال حدث 7 يساوي مجموع احتمالات المسارات التي تقود إلى /. 


الصياغة الرياضياتية لهذه الخاصة الأخيرة هي كما يأتي: 


7 مبرهنة 2 


لنفترض أنّ فضاء العينة © هو اجتماع أحداث ,4 و يك و ... و ,4 متنافية مثنى مثنى. عندئذ 
يمكن حساب احتمال أي حدث 7 بالصيغة 
)هار مط + ٠...‏ + ررك اظ)ظريف)ظ + ررك )ار فاط - رط)”ا 
في الحقيقة» هذا ناتج من كون الأحداث 02 ,4 ,...,2 0 وك,8 0 بك متنافية واجتماعها يساوي 
8 دن 
(8 م شما + ... + زر 0 وم) ل (8 0 4م)ط - ()س] 


ولكن (.8|4)<(,ل)ط - (8 ص ,ل)م وذلك مهما كان العدد م من المجموعة (41,2,...,0. إذن 


المطلوب إثباته. 
الزن كين ترق مخطاط مدنا للبجر يل عنلوانية + 


كما فعلنا في حالة المثال الذي درسناه سابقاً. تُمتّل كل عقدة حالة من حالات التجربة» وعند كل 
منها نعرف احتمالات الانتقال إلى الحالات اللاحقة. على فرع 4 -+ه منطلق من الجذر 
نسجّل (1)4 احتمال وقوع /» وعلى فرع 17 صادر من /. 83 -+.ه/_ هوه نسجّل 
(|12)8 وعلى فرع 70 صادر من 7 0) 7# و/_ و تسجّل (8 0 12)0|4ء 
وهكذا. 

ليس من الضروري دوماً إنشاء الشجرة كاملة» ففي الكثير من الحالات تكون لدينا معرفة سابقة 
بالمسارات التي تقود إلى الحدث الذي نرغب بحساب احتمال وقوعه. ففي المثال السابق كنا 
نعرف أننا نحصل على كرة زرقاء في السحب الثاني بعد اتباع أحد المسارات الثلاثة الآتية 


اححن تأر الحطوايببصيار الخب بيعو 








اختيار صندوق ثم كرة 


يحتوي صندوق ,) على كرة سوداء وكرتين بيضاوين» ويحتوي صندوق ,1 على كرتين سوداوين 
وكرتين بيضاوين وكرة حمراء واحدة. نختار عشوائياً أحد الصندوقين» ونسحب منه عشوائياً كرة. 
نسمّي 7 الحدث الموافق لسحب كرة سوداء. 
© احسب (12)7. 
© لقد سحبنا كرة سوداء اللون. ما احتمال أن نكون قد سحبناها من الصندوق 77 ؟ 
© هذه تجربة مركبة» نختار أولآً صندوقاًء ثم نختار منه كرة. يمكننا إنشاء تمثيل شجري لهذه التجربة: 
ولكن من غير الضروري إنشاء هذا التمثيل بالكامل» إذ ينتج الحدث 7 من المسارين 


و1 وا لهو 





حوربو 


و 


1 7 لاد 55 0 
ولكن - ح (00) ح (,7])«آ 5 ح (2)8|17 لان الصندوق الاوّل يحوي ثلاث كرات واحدة منها فقط 


سوداء؛ و 2 ح (,0)7/7. إذن 


11 2 ل... 1 ...1 
جدح - يو - سل يوم ح (ور)سر 
30 465 2 35 2 


© لقد جرى فعلا سحب كرة سوداء»ء إذن وقع الحدث 7» ويمكننا صياغة السؤال المطروح كما يأتي: ما 
احتمال أن يكون ,7 قد اختير علماً أنَ 8 قد وقع؟ فالاحتمال المطلوب هو إذن (12)8/,/8. تعريفاً لدينا 


55و واقاظنماظ_ رقمض ىمس - (8| 87)ما 
11 لذ - (هض)ط ‏ 8ط 50000 


1 اللمتيل الشحرى والتجارب المستملة احثماليا 


لنتأمّل التجربة المركبة الآتية: يحتوي الصندوق ,17 على حروف كلمة 525775 ويحتوي الصندوق 
را على حروف كلمة 02 وأخيراً يحتوي الصندوق ,17 على حروف كلمة 50515:5. نسحب عشوائيا 
حرفاً من الصندوق ,1» ثَمّ نسحب كذلك عشوائياً حرفاً من الصندوق ,] ثُمَ حرفاً من الصندوق ,]. 
كن الدر ن الى الحسل بسني بالرييية يقل رط إن اشررس )1 سحي حرا م سرك 
يبنل ص كل ناف انيكب السايقة, 

ما احتمال وقوع الحدث : «الحصول على كلمة 505» ؟ 





_ بمكن اليدء بإنشاء المخطط الشجري. الفرع لع يمثل الحدث 0 
العقدة 6. هناك ثلاث فروع لاحقة ممكنة وكذلك الأمر بالنسبة إلى - 


0 

2 

ا ١‏ 
بقية العقد ل و /ا و/[/. 

3 


" وانطلاقاً من العقدة © الموافقة لسحب الحرف © من ,7]» هناك أربعة فروع ممكنة توافق سحب 
أحد الحروف 5 و0 و1 من ,57» وكذلك الأمر بالنسبة إلى العقدتين الأخريّيّن '] و7/. 


يجب أن نسجّل على الفرع 0ه :: احتمال الحدث «سحب الحرف © من ,] علماً أن 5 
قد وقع». واستناداً إلى الفرضل لا يتعلّق هذا الاحتمال بالحدث 5.» فاحتمال وقوعه هو نفسه 


احتمال «سحب الحرف © من (,0)» وذلك بقطع النظر عن وقوع الحدث ,ء فهذا الاحتمال 
1 


ففياً 0 
يسعاوئ 57 
ل تنطبق هذه المناقشة على جميع فروع الشجرة» ولكن من غير الضروري إنشاءهاء فالحدث 
2 1 538 
«الحصول على كلمة 505» يوافق المسار الوحيد ,-خهو_ شو ى كوه ومن احتمال 
: 1 22 1 1 
هذا الحذفث تسدنا سسد جد حم بلاس وح خه 5006 1[ 
ا لس ل ا 


يمكننا النظر إلى نتيجة هذه التجربة المركبة بصفتها ناجمة عن توالي ثلاث تجارب بسيطة: الأولى هي 
سحب حرف من ,لا والثانية هي سحب حرف من و والثالثة هي سحب حرف من . ولقد افترضنا 
أنَ هذه التجارب الثلاث مستقلة احتمالياًء أي إِنّ نتيجة السحب في أحدها لا تتأثر ولا تؤثر في نتائج 
التجارب الأخرى. في مثل هذه الحالة تأخذ نتيجة التجربة المركبة الشكل (,4.,يك.,,ك) حيث ,ل هي 
نتيجة التجربة الأولى و ,ا هي نتيجة التجربة الثانية و ,41 هي نتيجة التجربة الثالثة ويكون 
روك »ا ريك)ظ »ا ( ربكا ح ريك روك ,رابا 

وقد رمزنا (,,)12 إلى احتمال الحصول على النتيجة ,1 في التجربة رقم /. وبالطبع يمكن تعميم هذه 
المناقشة على أي عدد منه من التجارب المستقلة احتماليا. 


9 لعل أبسط مثال على تجارب مركّبة مكونة من عدد من التجارب البسيطة المستقلة احتمالياً هي 
تلك التجارب المركبة القائمة على تكرار تجارب بسيطة متماثلة عدداً من المرات» مثل تجربة تكرار إلقاء 


قطعة نقود عدداً م من المرات» أو تجربة تكرار إلقاء حجر نرد عدداً من المرات» وهكذا. 











لكلا تخريما للخم 
ب كيف نعرف بوجود استقلال احتمالي ؟ 

تعلم أنَّ دراسة التجارب العشوائية الحقيقية تجري انطلاقاً من نماذج نظرية مُعدَة سابقاً. وعندئذ يكون 
الاستقلال الاحتمالي لبعض الأحداث من ضمن افتراضات هذا النموذج» ويجب أن يُنصّ عليه صراحة 
عند طرح السؤال. ولكن هناك بعض الحالات المرجعية التي جرت العادة أن يكون فيها هذا الافتراض 





تكرار إلقاء حجر نرد أو قطعة نقود عدداً من المرات. نتيجة كل مرّة لا تتأثّر بنتائج المرّات 
الأخرى. 


" إلقاء عدد من قطع النقود أو أحجار النرد. 
* السحب من صناديق مختلفة. 
* تكرار السحب من الصندوق نفسه مع الإعادة. 
إلقاء ثلاث قطع من النقود 
نتأمّل ثلاث قطع من النقود نرمز إليها © ويه و,». القطعة ,© متوازنة أمّا ره وب,ء فهما 
متمائلتان ولكنهما غير متوازنتين. كل من احتمال ظهور 7 أو احتمال ظهور 7 في حالة القطعة 
6 يساوي <. أمَا في حالة القطعتين ,» و ,» فإنَ احتمال ظهور // يساوي - واحتمال ظهور 
7 يساوي -. ثلقي قطع النقود لفو ريدن انان الت فين ع طبية نيت 
(ي©,ره,©). نقبل أنّ النتيجة التي تظهرها إحدى القطع مستقلة عن نتائج القطع الأخرى. ما 
احتمال وقوع الحدث 1 : «الحصول على 77 مرة واحدة فقط». 
يمكننا إنشاء التمثيل الشجري الموافق للتجربة» وقد بدأنا به في الشكل ‏ © 0 24 
المجاورء ولكن من غير المفيد إنشاءه كاملا. و >1 5 
من الواضح أنّ هناك ثلاثة مسارات وفقط ثلاثة تحقق الحدث 1/,. هي 1 





ولمّا كانت الأحداث : «ظهور 7 على ع» و «ظهور 7 على ,»» و «ظهور '7 على ,2» مستقلة 


احتمالياًء اننتتتحنا أن ح ة »2 »1 - (12)1111: ونجد بالمثل أن ح خش ير 3 »2 - (2)1'111 








هذ تدر 


0 


© 


يحتوي صندوق على عشرين كرة سبخ منها بيضاوات اللون. نسحب منه ثلاث كرات دفعة واحدة. 
ما احتمال أن تكون الكرات الثلاث بيضاوات ؟ 
نملا عشوائياً كل خانة من الخانات الأربع الآتية | 1 طلا بأحد العددين 1ك أو آب. 
احسب احتمال أن يكون المجموع مساوياً الصفر. وكذلك احتمال ألآ يظهر العدد ذاته في خانتين 
متجاورتين. 

. 1 
استناداً إلى التمثيل الشجري المبين في الشكل المجاور. عيّن 0 
الاحتمالات (47) و (/12)8 و (/12)8/4. واستنتج قيمة كل من 

(8صماط و8 صماط و(8 مقاط و8 م “لاص ا0 


أجب عن الأسئلة الآتية: 


* إذا كان 1 - (0)4 و1 ح (8)م ول ح (8 6 )م فاحسب (2)8|4 و (12)/|18. 

* إذا كان 1 ع (2)4 و ح (2)8 و ع (8 لا 2)ط فاحسب (2)8|/4 و (12)|8. 

8 إذا كان + ح (4)ط و ع (8|4) وك ع (/1)8|4 فاحسب (12)8. 

* إذا كان 1 - (4) و 3 ع (8)< و 2 حع (8 0 4) فاحسب (2)2|4 و (10)4/8. واحسب 
أيضاً (/28 0 /2)4 واستتتج (/12)23/|4. 


يضم مصنع ورشتين 4/ و7 لتصنيع المصابيح الكهربائية. عندما ورد طلب لعدد من المصابيح 
قدره 2000 مصباحء, صتّعت الورشة 1 منها 1200 مصباحا وصتّعت البقية الورشة 7 . هناك 
نسبة 497 من مصابيح الورشة 4 معطوبة» في حين تكون نسبة 390 من مصابيح الورشة / 
معطوبة. نسحب عشوائياآً مصباحاً من الطلب. نرمز بالرمز 1 إلى الحدث «المصباح مصنوع في 
الورشة 4/» وبالرمز 7 إلى الحدث «المصباح مصنوع في الورشة 7» وبالرمز (/ إلى الحدث 
«المصباح معطوب». 

© أعط تمثيلاً شجرياً للتجربة. 

© احسب احتمال أن يكون المصباح معطوباً. 

© إذا كان المصباح معطوباً فما احتمال أن يكون مصنوعاً في الورشة 4 . 

في مدرستنا يمارس 3090 من الطلاب لعبة كرة المضرب. ونعلم أنّ مدرستنا تضم نسبة 6096 من 
الذكورء وأنَ 5590 من هؤلاء لا يلعبون لعبة كرة المضرب. ما احتمال أن تكون طالبة مُختارة 
عشوائياً من بين طالبات المدرسة من بين اللاتي لا يمارسن لعبة كرة المضرب؟ 








© المتحولات العشوائنيةّ 
رن 


من الشائع ربط كل نتيجة في تجربة عشوائيّة بعدد حقيقي. ومفهوم المتحوّل العشوائيّ هو الصياغة 
الأحتمالتة لهذه الحالة: 

نلقي ثلاث قطع نقود متوازنة مرقمة 1 و2 و 3. ونسجّل الوجه الظاهر 
لكل قطعة. نختار مجموعة النتائج الممكنة © فضاء العيّنة لهذه 
التجربة. لنتخيّل لعبة تقضي بربح ليرة واحدة كلما ظهر الوجه 7 
وبخسارة ليرة كلما ظهر الوجه 77 . يُسمّى التابع 5 الذي يقرن بكل 
نتيجة الربح (موجباً كان أو سالباً)» متحوّلاً عشوائيّآً على ©2. 


© تعريوم 3 


ليكن © فضاء العينة لتجربة عشوائيّة. نُسمّي متحؤلاً عشوائياً كل تابع معتف على © ويأخذ 
قيمه في 18[. 





0 قانون الاحسّمال» التوقع» السَباين 


لنرجع إلى المثال السابق» ولنبحث عن احتمال الحدث «ربح ليرة واحدة» الذي نرمز إليه بالرمز 
(1 -). يقع هذا الحدث عندما تكون نتيجة التجربة واحدة من النتائجح 7"177 أو 17177 أو 1111 


إن (1-غ3) هو الحدث [787317,111,11711) - 4 من ©. ومنه - (ا)ط. إذن. احتمال 


(1 - 3)» الذي نرمز إليه بالرمز (1 - /)ا» يساوي *.. يمثل الجدول الآتي قانون احتمال 1 . 





09 المتحوّل العشوائيّ ليس متحولاً بل هو تابع! وفي نظريّة الاحتمالات تكون قيم هذا التابع أعدادا. 
نستخدم عادة الرموز ....,2,7 للدلالة على المتحوّلات العشوائية. 








بوجه عامء إذا كان 1 متحولاً عشوائيَاً معرّفاً على فضاء العينة © لتجربة عشوائيّة. واذا رمزنا 
بالرمز 7 إلى مجموعة قيم ل.: ١‏ ,ن,....ينه,,نه) - 7 وبالرمز “,م إلى احتمال الحدث «يأخذ 1 


القيمة .:» الذي نعبّر عنه بالصيغة (, - 1). ويُبرهن أنّ 1 - /م +...+ وم + /م. 


7 تعريونم 4 
ليكن 1 متحولاً عشوائياً مجموعة قيمه ( ,,:ه,....,,.) - 7ء قانون احتمال المتحوّل العشوائي 
هو التابع المعّف على 7 ويقرن بكل :ه من 7 العدد /م ع (نه - )م . 


نمثل هذا القانون بجدول من الشكل الآتي : 











ليكن 1 متحولاً عشوائياً مجموعة قيمه ( ,,:ه,...,,نه, ) - 1ء وليكن /م - (,« - غ)2 . 
© التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي 1 هو 


أصرنه زح ح رأمرن + ...+ إمره ح زناه 
7-1 


* تباين المتحوّل العشوائي + هو 


5 (18000 - به)ر 5 - يم (8)000 ح رينه) + ...+ بم (()ظ - يه) - )17 


* الانحراف المعياري للمتحوّل العشوائي ع1 هو (577)1/. - (][)0. 
2 خاشة 
بُحسب تباين المتحوّل العشوائي 1 أيضاً بالصيغة المُكافئة 
(ممه) 0 - “(0)ظ) - (رإصئنه + ...+ بمنه) - )ا 
1-1 


في الحقيقة» يكفي أن ننشر التربيع : 
“((8)2) + )لا 2 - ثم - 


ثم نضرب الطرفين بالاحتمال /م ونجمع جميع المساويات الناتجة. 








ذكلا تكريماً للفهم 

ليكن 2 متحولاً عشوائيّا. 

يك كيف نحسب (بنه - 10006 ؟ 

" الصيغة (.ه - ) لا تعبّر عن مساواة» ولكتها رمز يستعمل في الاحتمالات للدلالة على 
الحدث: « قيمة 2 تساوي ::2». 

# لحساب (# - 1208 نبحث عن المجموعة الجزئيّة 1 من 2.2 (فضاء العينة للتجربة 
العشوائيّة)» التي تحتوي على النتائج التي صورتها وفق ل هي :. فالحدث 4/, هو 
(:ه - 2 ) نفسه» وعندها ( - )2 ع (لل )2 . 





لتكن 0 وليكن 2 المتحوّل العشوائي المعّف على (؟ كما يأتي : 
83 ح (بم)ل1 و0 - (يم)لا و3- - (وم)لا و0 - (رم)لا و1- (يمالا 
إذن مجموعة قيم ل هي (3,0,1-] - 7. لحساب (0 - 12)8. نلاحظ أنّ النتائج التي صورة كل 
منها وفق كر تساوي 0 هي ,ره و,ه. إذن [,م,يره! -(0 -2). فإذا كانت نتائج 2 متساوية 
الاحتمال كان - ,0 - )م . 


”يك أتوجد علاقة بين التوقّع الرياضي وأمل الربح في لعبة ما ؟ 


" إن التوقع الرياضي كائنٌ رياضيّ وليس مقدار الربح المتوقع في لعبة ما. يمكننا تخيّل لاعبين 
يلعبان بحظوظ متساوية ولكن الأوّل يربح والثاني يخسر إذا لعبا مرّة واحدة. ما يمكن قوله هو أنّه 
إذا تكرّرت اللعبة عدداً كبيراً من المرّات, فإنَّ أمل الربح يصبح قريباً من التوقّع الرياضي. 


حساب توقع متحوّل عشوائي 
تقضي لعبة إلقاء حجر نرد مثاليّ بربح ليرتين إذا أظهر النرذ الرقمّ 1» وبربح ليرة واحدة إذا أظهر 
الرقم 2» وبخسارة ليرة واحدة في الحالات الأخرى. ما هو التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي 
الموافق لهذه اللعبة ؟ 

مجموعة النتائج الممكنة في اللعبة هي ١‏ 11,2,3,4.5,6) - 2» وهذه النتائج متساوية الاحتمال لآن النرد 

مثالي. المتحوّل العشوائي 1 معرّف على © وفق: 


رو و1 3 و 1ك رق ير كك رق 1 كدرنين عل اررق ل 











لحساب توقع 1 علينا تعيين قانونه الاحتمالي. الحدث (1 - 3) ليس إلا المجموعة الجزئيّة (1)2 من 


© وهي حدث بسيط «ظهور 2»» وعليه 0 


ومنه 


'! ذ - (2 - جز)ط. الحدث 


خ 
7 
3 
59 
|| 
|| 


- 2) يمثل المجموعة الجزئيّة (183.4.5,6 - 8 من ©» إذن ب (1[- ع )ا . ومنه 





ولمّا كان التوقع سالباً. نخمّن أنّه إذا لعب اللاعب عدداً كبيراً من المرّات فهو سيخسر. 


هذ تدر 


0 


نلقي حجر نرد متوازن وجوهه مرقمة من 1 إلى ٠.6‏ نحصل على درجة واحدة إذا ظهر الوجه 1» 
ونحصل على ست درجات إذا ظهر الوجه 6» ونخسر درجتين في بقية الحالات. ليكن 2 
المتحوّل العشوائي الذي يمثل الدرجة التي نحصل عليها. اكتب القانون الاحتمالي للمتحول 
العشوائي 16 » واحسب كلا من (18)16 و (57)2. 

يحتوي صندوق على خمس كرات: ثلاث كرات سوداء اللون» وكرتان بيضاوان. نسحب عشوائياً 
وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي 2 المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة سحب 
عدد الكرات البيضاء المسحوبة. عيّن مجموعة قيم لزء واكتب قانونه الاحتمالي» واحسب توقعه 
وتباينه. 

أعد السؤال السابق بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة. 

يحتوي صندوق على خمس كرات: اثنتان تحملان الرقم 1 واثنتان تحملان الرقم 2 وواحدة تحمل 
الرقم 53. نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من الصندوق. ونسمّي 1 المتحوّل العشوائي الذي 
يقرن بكل نتيجة سحب مجموع أرقام الكرتين المسحوبتين. عيّن مجموعة قيم /1ء واكتب قانونه 
الاحتمالي» واحسب توقعه وتباينه. 

أعد السؤال السابق بافتراض أن السحب يجري على التتالي ودون إعادة. 

لقي حجر نرد متوازن مرتين متتاليتين ونسجل رقمي الوجهين الظاهرين. ليكن 2 المتحوّل 
العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة مجموع رقمي الوجهين الظاهرين. اكتب القانون الاحتمالي 
للمتحول العشوائي ل واحسب توقعه وتباينه وانحرافه المعياري. 








© الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين 
3 . تعريف المانون الاحتّمالي لزوجمن المتّحولات العشوائية 


لنتأمّل التجربة الآتية: لدينا صندوق يحتوي على ثلاث كرات واحدة حمراء تحمل الرقم 1 واثنتان زرقاوان 
تحملان الرقمين 2 و3. نسحب من الصندوق عشوائياً كرتين على التتالي مع الإعادة. ولتكن © 
مجموعة النتائج الممكنة لهذه التجربة. 
" نعرّف على © المتحوّل العشوائي 2 الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة عدد الكرات الزرقاء 
المسحوبة. إذن يأخذ 2 قيمه في المجموعة (10,1,2) - 7 . 
* ونعرّف على © أيضاً المتحوّل العشوائي 37 الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة مجموع رقمي الكرتين 
المسحوبتين. يأخذ 7 قيمه في المجموعة (2,3,41,5,6) - 7.. فمثلاء إذا كانت نتيجة السحب 
(2,1) أي سحبنا في المرة الأولى الكرة التي تحمل الرقم 2 وفي المرة الثانية الكرة التي تحمل الرقم 
1 أخذ 1 القيمة 1 - « وأخذ 7 القيمة 3 - 2+ 1 ح رن. 
إن تعريف قانون الزوج (7,7) يعني إعطاء احتمالات جميع الأحداث (ن - )0 (بنه - )2 
حيث ,نه من 1 ورين من 7ء أي ((.؛ - )0( - 2ز))ط ح ر,م. عادة نعرض هذه الاحتمالات 
في جدول ذي مدخلين: فنكتب في العمود القيم ,: التي يأخذها ١‏ وفي السطر القيم ,,: التي يأخذها 
لاء ونضع في الخانة الواقعة عند تقاطع السطر , والعمود ,؛ العدد , ,م الذي يمثل احتمال وقوع 
الحدث (ر» - )0 (به ح- )2). 
فمثلآً الحدث (2 - )1١‏ يقع فقطء وفقط إذاء جرى سحب الكرة التي تحمل الرقم 1 في المرة الأولى 
والكرة ذاتها في المرة الثانية» إذن 
2ح (2- 2627 - غ3) ,2ح (25- 1027 -غ). ,111 -.(2 - 5 (0 دعز) 
وعليه + - ووم و0 - ورم و0 ح ورم. 
أمَا الحدث (4 - 2(0)7 - ز) فهو يوافق سحب كرتين زرقاوين 
مجموع رقميهما يساوي 4 فهو إذن الحدث ((1)2,2 واحتمال وقوعه 
يساوي < - ,رم. واذا تأمّلنا الحدث (4 - 1(0)7 -) فهو 
يوافق سحب كرتين إحداهما زرقاء اللون والثانية حمراء اللون ومجموع 
رقميهما يساوي 4 إذن [(1,3(,)3,1)] ع (4 - 1(000 ح 26)ء 
وعليه 2 ح ,رم. وهكذا نحصل على قانون الزوج (7,) ممثلاً في الجدول المجاور. 


9 














8 تعريضه 6 
ليكن 7 و7 متحولين عشوائيين معرّفين على فضاء العينة ذاته ©. يأخذ 7 القيم ,2 وو رتنه 


و... و,ء ويأخذ 7 القيم ,» وي و ... و ,/. إِنْ تعريف قانون الزوج (1,7) هو إعطاء 
الاحتمال ر,م» لكل حدث ((,» - 97) 0 (ربه ح غ2) )«1. 


3. الاستقلال الاحدّمالي لمتحولين 1 و 7 


بعري 7 
نقول إِنّ المتحولين العشوائيين 2 و7 مستقلان احتمالياً إذا كان الحدثان (,:ه - 1) 
و(« - )١‏ مستقلين احتمالياً أيآ كان + و7 . هذا يعني أنه مهما كان + و7, كان 
رك 0 لسر يك رت كن راك وار قم كر 
أي أ للا رز جح ب بر حيط به ك 3)ظا حرو و (ررورك /إطاب إرر. 
يا كيف يمكننا الحصول على قانون كل من كر و لآ انطلاقاً من قانون الزوج (2,7) ؟ 
* النتأمّل المثال السابق» عند جمع عناصر السطر الثاني مثلآً نحصل على 4 وهو احتمال (1 - 1) 
لأنَّ هذا المجموع يساويء في الحقيقة» مجموع احتمالات الأحداث 
ارات ا لي رت رطان راك نين 
حيث (/ - <) ح ,2 ولكنّ الأحداث ,2 ,....,8,,8 تؤلف تجزئة للفضاء ©2 بأحداث منفصلة 
مثنى مثنى» ومن ثَمّ إذا استفدنا من المبرهنة 1 استنتجنا أن (1 - )12 يساوي مجموع احتمالات 
الأحداث (,1(072 - ))12. وهكذا نحصل على قيم (ه - )2 -ح ,م عن طريق جمع عناصر 
الأسطر. ونحصل على قيم (.» - )2 - /م بجمع عناصر الأعمدة. ويمكننا أن نكتب هذين 
القانونين على هامش الجدول السابق. لذلك نسميهما القانونين الهامشيين. 


هه د5اي ساي | دن| ى 
© دحراص | ددا ى 





- 
حلم 
- 
- اآ0 








ولكن عموماًء لا يمكننا استنتاج قانون الزوج (3:,77) انطلاقاً من قانوتي 2 و . هذا ممكنٌ فقط 
في حالة كون 1 و7 مستقلين. 

2-7 كيف يمكننا معرفة إذا كان متحولان عشوائيان مستقلّين احتمالياً ؟ 
بمقارنة الجداء /م << ,م بالمقدار , ,م . فبعد إنشاء الجدول الذي يعطي قانون الاحتمال للزوج (7,)»: 
نتمّمه بإضافة العمود الذي يعطي قانون 1 والسطر الذي يعطي قانون 1ء» ثم نتبيّن أيساوي العدد 
المسجّل في خانة (,#,.:ه) جداء الضرب /م < ,م أو لا يساويه. 

8 كاذ تحققة؛ المساواة عند كل # و + كان المتحولان. 1 و 37 .مستقلين احتمالياً. 

5 وإذا لم تتحق المساواة عند واحد على الأقل من الأزواج (7,:) كان المتحولان 2 وا غير 

مستكلين: احتمالياء 

فمثلاً في حالة المثال السابق ,م - ل س + 


- - يم »ا وم فالمتحولان و كل ليسا مستقلين. احتمالياً. 


0 


مم 
لم ] هه 


00 نجد في الجدول المجاور القانون الاحتمالي 
لزوج (2,72) من المتحولات العشوائية» أكمله 
وبين إذا كان المتحولان العشوائيان لد وا لا 
مستقلين. ااحتماليا: 


© أكمل الجدول المجاور الذي يمثل القانون 
الاحتمالي لزوج من المتحولات العشوائية 
(7,7)» علماً أنّ المتحولين العشوائيين 7 
و1 فبك 0 اعتمانا. 

© ثلقي حجري نرد متوازنين. ليكن 1 المتحوّل العشوائي الذي يمثل مجموع رقمي الوجهين 
الظاهرين» وليكن 7 المتحوّل العشوائي الذي يمثل أصغر هذين الرقمين. اكتب الجدول الذي 
يمثل القانون الاحتمالي للزوج (7,)» واستنتج القانون الاحتمالي لكل من 1 و 1ء واحسب 
توقع وتباين كل من 2 و . أيكون 6 و ا مستقلين احتمالياً؟ 








المتحولات العشوائنية الحدانية 
4 التجارب البرنولية 


عندما نهتم في تجربة عشوائية ما فقط بوقوع حدث محدد بعينه 5 نطلق على هذه التجربة اسم 
اختبار برنوليَ (نسبة إلى يعقوب برنولي 1111ه70ء18 طامعه[). 


نلقي حجر نرد ونهتم فقط بوقوع الحدث 5, الآتي «ظهور العدد 6». نختار إذن المجموعة 
5,5 - 22 فضاءً للعينة» حيث “5 هو الحدث «عدم ظهور العدد 6». 


وعندما تُجري عدداً ‏ من الاختبارات البرنولية» كل واحد منها يجري في الشروط نفسها وبحيث لا 
تتأثر نتيجة أحدها سواء كانت 5. أو “7, بنتائج الاختبارات التي سبقتء نقول إننا أمام تجربة برنوليّة. 


نلقي حجر نرد متوازن ثلاث مرات على التتالي ونهتم في كل مرة فقط بوقوع الحدث 5, الاتي 
«ظهور العذى 6». إذن - 25[ و 2 - (122)57. لنضع - / و2 ح قآي)ء. ولنتأمّل التمثيل 


الشجري الموافق لهذه التجربة. 

الاحتمال نتيجة التجربة الإلقاء الثالث الإلقاء الثاني الإلقاء الأول 

0 5 55 7 

,2م '5835 تسن 57 

020 565 5 0 لفن 

6 5 

00 5 5 - ْ 4 
120 5 9 > 0 الى -- نإ 
100 لالت 6 0 

11 556 9 سساو 9 

كاتا 3 0 


نتائج التجربة كلمات مكوّنة من ثلاثئة حروف مأخوذة من المجموعة 15,,/1. ولقد وضعنا احتمال 
الحصول على أي منها باتباع قواعد التمثيل الشجري. لاحظ أنّ لجميع هذه الاحتمالات صيغة من 
الشكل *-05/م حيث يمثل العدد # عدد الحروف ؟,. في كل كلمة تمثل نتيجة لتجربة. 








" لنرمز بالرمز 2 إلى المتحوّل العشوائي الذي يقرن بكل نتيجة للتجربة عدد الحروف 5, في الكلمة 
التي تمثّل هذه النتيجة. لنحسب مثلاً (2 - )5 إنّ (2 - ل) هو الحدث 5:55/,,55/5,5/55) 
ومنه 
و2 -ح (5/55)ط + (1<)5,919 د (2)9557 - (2 - هع )م 
لاحظ أنَ 3 هو عدد النتائج التي تُحقّق (2 - *) وأنّ (7) - 3. يمكن تعليل ذلك بملاحظة أنّ 
نتيجة تُحقّق (2 - 1) هي كلمة تحتوي على الحرف 5. في موقعين وعلى “5, في الموقع الثالث. 
وللحصول على كلمة كهذه علينا ملء ثلاث خانات مرقمة فنختار اثنتين منها لوضع الحرف ؟, فيهما 
فكم خياراً ممكناآً لمجموعة جزئية ذات عنصرين يمكننا أن نختار من مجموعة تحوي ثلاثة عناصر؟ لدينا 
تحديداً (2) - 3 خياراً ممكناً. إذن * "و/م(7) - و2م(7) - (2 - )2 حيث 2 - 8 و3 - 0. 


1.4 . القانون الحداني 


" لنتأمّل تجربة برنوليّة مؤلّفة من تكرار 7 اختبار برنولي. يمكن تمثيل نتيجة هذه التجربة بكلمة 
مؤلفة من 7 حرفا مأخوذ كل منها من المجموعة 15,57 . لنرمز م إلى احتمال وقوع الحدث 
5» و 0 إلى احتمال الحدث المتمّم "قر إذدخ م -] ح د ن. 


إذا احتوت الكلمة (القائمة) على حرفا 5ىء» ومن نَم على 8 7 حرف “ون فإن احتمال 
النتيجة المُمَدٌ لمُمَثْلةَ بهذه الكلمة يساوي “ 07”م . 


5 ا النتيجة. يأخذ ار قيمه في المجموعة بك بل 


لنحسب احتمال الحدث (# - ). إِنّ نتائج التجربة التي تُحقّق هذا الحدث هي النتائج التي يمكن 
تمثيل كل منها بكلمة تحوي / حرف , و8 - 7 حرف ©5.. للحصول على كلمة من هذا النوع 
يمكننا ترقيم 7 خانة ثُمَ نختار منها / خانة لوضع الحرف ؟,. فيهاء (ووضع '0, في بقية 
الخانات). هناك (7) كلمة ممكنة» فهناك إذن (7) نتيجة ممكنة في الحدث (م - 1). 
واحتمال كل واحد من هذه الأحداث البسيطة يساوي -"0”م . إذن 











© تعرينه 5 

نقول إِنّ المتحوّل العشوائي 2 يتبع قانوناً حدانياً بوسيطين 7 وم عندما يتحقّق الشرطان 
الأقان: 

2 يأخذ قيمه في المجموعة (10,1....,7. 


نرمز عادة إلى هذا القانون بالرمز (م ,)8 . 


2 ت نا المناقشة التى ؛ بقت التعريف السابق صبكة المبرهنة الاتية : 


7 مبرهنة 3 


في تجربة برنولية مؤلفة من تكرار عدد 7 من الاختبارات البرنولية المستقلة احتمالياً والمتماثلة: 
يتبع المتحوّل العشوائي» الذي يحصي عدد المرات التي يقع فيها حدث مستهدف 5, احتمال وقوعه 
م على مدى « اختبارء قانوناً حدانياً وسيطاه 7 وم أي (م,)58. 


© مبرهنة 4 


ليكن 2 متحولاً عشوائياً يتبع قانوناً حدانياً وسيطيه 7 ومء عندئذ يعطى توقع ل وتباينه 
بالصيغتين : 





م ح (لا)ظ و (م -1)مم - )7 
الإثباءته (بترك لقراءة ثانية) 


لاحل أولأ أنه إذا وشبعنا كالعادة :1 ت و كان لذينا 
(0 )0 »ام +...+ (م - )0 »ام + ...+ (1 -غ7)ط »11+ (0 ج غ7)ط »ا 0 ح )ها 


"مررر)م دس ““وامرم)م مسد 1 “وم()) + 00 - 
احااو ل 0 )82-1(١‏ 0 40 0 08 
م رس الس دراب 


إذن 
"ر(_" 1 مإ ددة خ وم( ' 1 ع وهيل وو(" 1 د ريل )بناا 
“م “50 لدم مايا م( ) 0 “و"مل ")امم _- 
مهم ع 1+ "(ن + م) »ا وم - 
ويمكن بالمثل إثبات الجزء المتعلّق بالتباين. 











ليك أمثلة على تجارب برنولية ؟ 

" تجربة إلقاء حجر نردء أو قطعة نقود عدداً من المرات. 

السحب المتتالي مع الإعادة. لنتأمل مثلآً صندوقاً يحتوي على مئة كرة؛ عشر كرات بيضاوات» 
وثلاثين كرة خضراء»ء وأربعين كرة حمراء» وعشرين كرة صفراء. نُجري ثلاث عمليات سحب لكرة 
من الصندوق مع الإعادة. ونهدم فقط بالحدث 6 ٠:‏ (سحب كرة بيضاء». 
النموذج النظري لهذه التجربة هو تجربة برنولي» فهي تكرار لثلاث اختبارات برنولية مستقلة 
احتمالياً ومتماثلة. يتمثّل الاختبار الواحد بسحب كرة وتبيان كونها بيضاء اللون. 

إلقاء عدد من قطع النقود (أو أحجار النرد) المرقمة المتمائلة في آن معاً. النموذج النظري هنا 
أيضاً تجربة برنولي» إذ نقبل أنه يمكن الحصول عند الإلقاء في آن معاً على النتيجة ذاتها التي 
نحصل عليها بتكرار اختبارات برنولية مستقلة احتمالياً ومتمائلة. الاختبار البرنولي في هذه الحالة 
هو إلقاء قطعة واحدة. 

2 متى نستعمل القانون الحدّاني ؟ 

في كل مرّة نواجه فيها مسألة حساب احتمال تحقّق حدث 7, عدداً / من المرات» عند تكرار 
اختبار عشوائي على نحو مستقل احتمالياً عدداً 7 من المرات. 


إلقاء عدد من قطع النقود في آن معاً 

نلقي خمس قطع نقود متوازنة في آن معاً. ما احتمال الحصول على الوجه 77 ثلاث مرات فقط ؟ 
كما ذكرنا سابقاء تكافئ هذه التجربة إلقاء قطعة النقود ذاتها خمس مرات متتالية» ولمّا كانت قطع النقود 
متوازنة كان احتمال الحصول على الوجه 77 مساوياً + وعليه فإنَ احتمال الحصول على الوجه 7/ 


خمس مرات بالتحديد يساوي ِ (1-14) (7()1). هنا 5 ح م و8 - م/م و حدم. 


المرور بالحدث المتمّم 


نلقي ست مرات حجر نرد مثالي. وليكن 4 الحدث «الحصول مرتين على الأقل على 5 أو6». 
فما احتمال وقوع الحدث 4ر؟ 











هنا أيضا لدينا نموذج تجربة برنوليّة» الاختبار البرنولي هو إلقاء حجر نردء إذ يتحقق "النجاح" ؟, عند 
ظهور 5 أو 6. ولأنَ حجر النرد مثالي لدينا 2 - 2 ح م - (2)5. أمّا المتحوّل العشوائي 2 الذي 
يعطي عدد النجاحات في هذه التجربة فهو يتبع قانوناً برنولياً وسيطاه 6 - , ول - م. 

عندما يحتوي تعريف حدث 1 على صيغة من النمط "على الأقل". فغالباً ما يكون من المفضّل حساب 
احتمال الحدث المتمّم “1.. هنا الحدث “1 هو اجتماع الأحداث «عدم الحصول على 5 أو6» 
و«الحصول على 5 أو 6 مرة واحدة فقط» فهو إذن اجتماع الحدثين المنفصلين (0 - 1) و(1 -). 


ولكن 
(2) - (2) (0()4) - (0 - زم 
[2)5 - (4»)5 »5 - (4) (0()4) - زد عنم 
إذن 
6ظ21 500 1 0 ' 
11 (2+2()5) - (2)]2+ [2) - كم)ص 
و علب - امم - - (م)مط 


© يحتوي صندوق على كرات حمراء وكرات بيضاء. عدد الكرات الحمراء يساوي ثلاثة أضعاف عدد 
الكرات البيضاء. 
© نسحب عشوائياً كرة. ما احتمال أن تكون حمراء اللون ؟ 
© نسحب من الصندوق ثلاث كرات على التتالي ومع الإعادة. ونعتف 7 المتحوّل العشوائي 
الذي يدل على عدد الكرات الحمراء المسحوبة أثناء عمليات السحب الثلاث. ما القانون 
الاحتمالي للمتحول العشوائي 7 . 
© ثلقي حجر نرد متوازن ست مرات متتالية. ما احتمال الحصول على العدد 6 ثلاث مرات وفقط 
ثلاث مرات؟ 
(© ثلقي حجر نرد متوازن ثماني مرات متتالية. ليكن 1 الحدث: «الحصول على عدد زوجي ثلاث 
مرات على الأقل». ما احتمال / ؟ 
© يتواجه لاعبان 1 و2 في لعبة كرة المضرب في مباراة مكونة من تسعة أدوار. يكسب 1 الدور 
الواحد باحتمال يساوي 0.6. يربح المباراة اللاعب الذي يكسب أكبر عدد من الأدوار. ما احتمال 


أت يربح 7 المباراة ؟ 








في حالة 0 عد (12)8» يرتبط الاحتمال المشروط «/, علماً 8»» الذي نرمز إليه (4172) 
والاحتمالين (12)8 و (2 6 2)4 بالعلاقة : (12)2 >< (12)4|78 ح (272 م )جا . 

ا يُعبّر عن الاستقلال الاحتمالي لحدثين 4, و2 بالعلاقة (12)2 << ()ط ح (72 0 4)<. 

8 في حالة تمثيل شجري لتجربة عشوائية: 
ت يُعبّر مسار كامل عن تقاطع جميع الأحداث التي يمر بها المسار. 
يعطي جداء ضرب الاحتمالات المكتوبة على مسار احتمال الحدث الثي يمثله المسار. 
5 إذا حقّقت عدة مسارات الحدثت 1, كان مجموع احتمالاتها مساويآً احتمال الحدث 1 . 
5 إذا كانت التجربة مؤلقة من تتابع تجارب بسيطة مستقلة» يكفي أن نكتب على الفرع )5 ٠ه‏ / 

احتمال وقوع © أي (12)0. 

ا يؤول الاستقلال الاحتمالي لمتحولين عشوائيين 2 و7 إلى الاستقلال الاحتمالي لجميع الأحداث 

(,نه - 20) و(,» - 13). ولتحديد ذلك نُنشئ جدول القانون الاحتمالي للزوج (2,7) 


1 

َ منعكسات يجب امتلاكها 

© عند حساب احتمال حدث من النمط «/, و 7» يمكن استعمال عدد من الصيغ: 
5 (2)8 » (4|7)ط ح (7 ىم م)ط في حالة 0 عد (12)77. 
5 (م)ط »ا (8|4)ط ح (8 م 4م)ط في حالة 0 عد (4)< . 
5 (2)8 »ا (ل)ط ح (8 م 4)م في حالة كون الحدثين 4 و 7 مستقلين احتمالياً. 

ليس من الضروري دوماً إنشاء كامل التمثيل الشجري لتجربة احتمالية مركبة» يمكننا الاكتفاء بإنشاء 
المسارات التي تهمنا. 

8 تحقق من حساباتكء ففي حالة التمثيل الشجريء مجموع الاحتمالات على جميع الفروع الصادرة من 
عقدة يساوي الواحد. 

جلك أخطاءً يجب تجتبها 

لا تكتب (2)8 + (2)4 - (27 لا12)4ء قبل أن تتيقن أنّ الحدثين 4/, و 2 متنافيان أو منفصلان 
أي © ح 8 مل 

© إِنّ المساواة (2)8 . ()2 - (8 6 )12 صحيحة فقط إذا كان الحدثان 1 و 7 مستقلين احتمالياً 
ومن ثم لا يمكن استعمالها إلا بعد التين من كون الحدثين 1 و 2 مستقلين احتمالياً. 





عٍِ 
0 


اد 1 إنشاء واستعمال التمثيل الشجري 

0 السحب مع الإعادة وددونها 

يحتوي صندوق على ثلاثة حروف 4 وحرفين اثنين 1. 

التجربة الأولى. نسحب عشوائياً حرفا من الصندوق ونسجّل النتيجة ثم ُعيده إلى الصندوق ونسحب حرفا 
ثانياً ونسجّل النتيجة. 

التجربة الثانية. نسحب عشوائياً وعلى التتالي حرفين من الصندوق واحداً إثر الآخر دون إعادة ونسجّل 
النتيجة بترتيب السحب. 


اشرح التمثيلين الشجريين الآتيين: 


التجربة الأولى التجربة المانية 


دنه| 
حا 


حل 

دن| 

حم 
7 
حن 06 


لك | لدف 


ح هم 
دك لدت 
0 
7 
9 


ما احتمال الحصول على 44 في التجربة الأولى؟ وماذا يساوي احتمال هذا الحدث في التجربة الثانية؟ 
6 اختيام صند وقٌ ثم سحب حكرة 

تتألف التجربة من مرحلتين» نختار عشوائياً واحداً من الصناديق الثلاثة المبينة في الشكلء ثُمّ نختار منه 
كرة. ولقد أنشأنا التمثيل الشجري الموافق لهذه التجربة. اشرح هذا الإنشاء ثُمَ أعط احتمال الحدث: 


«سحب كرة زرقاء اللون». واذا كانت نتيجة السحب كرة زرقاء فما احتمال أن تكون مسحوبة من 
الصندوق (0؟ 




















اد 2 فحص الأمراض 

يُصيبُ مرضٌ نسبة 109 من السكان. يُتيح اختبارٌ اكتشاف إذا كان شخصٌ مصاباً بهذا المرض. 
يجب أن تكون نتيجة الاختبار إيجابية في حال كون الشخص مصاباً. ولكن احتمال أن تكون النتيجة 
إيجابية مع كون الشخص الخاضع للاختبار غير مصاب بالمرض يساوي 0.008. أمّا احتمال أن تكون 
نتيجة الاختبار سلبية على الرغم من كون الشخص الخاضع للاختبار مصاباً فيساوي 0.02. 

لنرمز بالرمز 1/7 إلى الحدث «الشخص مصاب بالمرض»». وبالرمز 7 إلى الحدث «نتيجة 
الاختبار إيجابية». نختار شخصاً عشوائياً. 

© أنشئ تمثيلاً شجرياً مُحدّداً عليه الاحتمالات المعطاة في النص. 

© احسب احتمال أن يكون الشخص غير مصاب بالمرض ومع ذلك نتيجة اختباره إيجابية. 

© احسب احتمال أن تكون نتيجة الاختبار سلبية ومع ذلك الشخص مصاب بالمرض. 

© استنتج احتمال أن يكون الاختبار موثوقاء أي احتمال أن يعطي الاختبار نتيجة إيجابية في 

حالة شخص مصاب بالمرض ونتيجة سلبية في حالة شخص غير مصاب بالمرض. 
© أجب عن الأسئلة السابقة ذاتها بافتراض أن المرض يصيب نسبة 3096 من السكان. 
© عمّم النتائج السابقة بافتراض أنّ احتمال الإصابة بالمرض يساوي م . 


اه 3 متحولات عشوائية واحتمالالات مشروطة 
ليكن 7 المتحوّل العشوائي الذي يمثل عدد زبائن محطة لتوزيع الوقود في فترة خمس دقائق. 
نفترض أنّ عدد الزبائن هذا لا يتجاوز 2. أمّا القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي 5 فهو كما يأتي: 





يشتري كل زبون إما البنزين أو المازوت. احتمال أن يشتري الزبون البنزين يساوي 0.4 واحتمال أن 
يشتري المازوت 0.6. إِنْ ما يشتريه الزبون مستقل عما يشتريه الزبائن الآخرون وعن عدد الزبائن. 
لنرمز بالرمز ,© إلى الحدث (# - ) تسهيلاً للكتابة» ولنرمز بالرمز 7 إلى الحدث «في خمس 
دقائق يشتري زبونٌ» وزبون واحد فقطء البنزين». استعن بتمثيل شجري أو بأي أسلوب آخر في الإجابة 
عن الأسئلة الآتية: 
© ». احسب (27 0 ,12)0. 
علل لماذا 0.48 ع (ثي2)20ء واستنتج (77 0 ,12)0. 








© ليكن 7( المتحوّل العشوائي الذي يعطي عدد الزبائن الذين يشترون البنزين في خمس 
دقائق. 
ما هي القيم التي يأخذها ا ؟ 
اكتب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي 1. 
. اكتب في جدول القانون الاحتمالي للزوج (2,7). 
4 أيكون المتحولان العشوائيان 2 و 7 مستقلين احتمالياً ؟ 


0 5 4 التوازن الصبغي 


نتأمّل مورثة تحمل أليلّيّن 8 و« . نقول إن نبتة متماثلة الألائل عندما تحتوي على الأليلين ذاتهما على 
زوجين من الصبغيات المتوافقة» فتكون صيغتها الوراثية عندئذ 44 أو 25» ونقول إِنّ النبتة متخالفة 
الألائل عندما تكون صيغتها الوراثية 45 . تتكاثر بعض النباتات (الترمس مثلا) بالإلقاح الذاتي» يحدث 
الأمر بالنسبة إلى الخَلّف وكأنّ الإلقاح جرى بين نبتتيّن من الصيغة الوراثية ذاتها حيث يجري اختيار 
الألائل عشوائياً. نهدف إلى دراسة خَلّف نبتة متخالفة الألائل بالإلقاح الذاتي. 


© الجيل الول 


بالإلقاح الذاتي تُعطي نبتةٌ من | لعبيقة 1 نقد ين الحبينة ذاقنا وكذلك تعطي نبتةٌ من | لصينة ده 
نبثة مخ الصيغة ذاتها . 

اكتب احتمالات أن يكون الجيل الأوّل لنبتة صيغتها الوراثئية 65 نبتة صيغتها الورائثية 4.4 أو هه 
أو حل . 


© أحيال متلاحقة 


نبدأ من نبتة متخالفة الألائل (من النمط 88 في الجيل 0)» ونكوّن أجيالاً لاحقة بالتكاثر الذاتي. 
سنستعمل الرموز الاتية: 

# الحدث ,(8.8) : «للنبتة في الجيل رقم 7 الصيغة الجينية 8/4 ». 

" الحدث ,(45) : «للنبتة في الجيل رقم 7 الصيعغة الجينية هل ». 

" الحدث ,(35) : «للنبتة في الجيل رقم 7 الصيغة الجينية .م2». 
نْمَ لنرمز ,2 و ,؛ و , إلى احتمالات الأحداث ,(48.4) و ,(82) و ,(3ه) بالترتيب. 








0 ما قيمة كل من م ف #80 و 20 5 

6 احسبب كلا مث بن وو رلا ور2. 

© اكتب قيمة كل من (,لخة)|ن رزلخة)) و (رزلحخ)| رب 
استعمل هذه النتائج لتثبت أنه مهما كانت قيمة 7 كان 


خخ ))ظ و ررزرمخ) 


(هة))ه . ثم 


71-1 


1 1 
0 لك 5 1 لك 2 00 00 11 


1 
وأعط عبارة , , ,2 
© دممراسةالمتتاليات وى( ,2) وو<م(,1) وو<م(ررة) 
© احسب قيم , و ,» و ,2 في حالة 10 > ”7 > 0» يمكن استعمال الآلة الحاسبة. ماذا يمكنك 
القول بشأن المتتاليات الثلاث ؟ 
© ما طبيعة المتتالية ,.,(,؛) ؟ عبر عن ,,*؛ بدلالة 7. 
© نعرّف ,14+ ,ه - ,4ء احسب ,,,؛ بدلالة ,4. ما طبيعة المتتالية ..,(,4) ؟ عبّر عن 


احم 9 


7 بدلالة 7. ْم استنتج قيمة 3 بدلالة ,7. 
ف أحسب نياية كل م المنتاليات وحم( رة) ف محم( ,/1) ف ودب(ر2) ٠‏ 


اي 
01107 


0 





كته نرنات وسائل 


6 يحتوي صندوق على خمس كرات. ثلاث كرات سوداء اللون وتحمل الأرقام 1 و2 و3 وكرتان 
حمراوان تحملان الأرقام 1 و2.نسحب عشوائياً وفي آن معاً كرتين من هذا الصندوق. يتكون 
فضاء العينة إذن من مجموعة المجموعات الجزئية المؤلفة من عنصرين والمأخوذة من بين خمسة 
سر 

ما احتمال الحدث 1 : «للكرتين المسحوبتين اللون ذاته» ؟ 


© ما احتمال الحدث 7 : «مجموع رقمي الكرتين المسحوبتين يساوي 3» ؟ 
© ما احتمال الحدث 7 علماً أن 4 قد وقع ؟ 








6 تت حجر ند مان م باحك وت الت 1 باد لمر زيجي اقنت و 
«العدد الظاهر أوّلي». أيكون هذان الحدثان مستقلّين احتمالياً ؟ 





© تتألف عائلة من أربعة أطفال. نقبل أنه عند كل ولادة احتمال ولادة طفل ذكر يساوي احتمال 
ولادة طفلة أنثى. ونفترض أن الولادات المتتالية هي أحداث مستقلة احتمالياً. نرمز 4 و8 و0 
إلين الأحداث: 

: «للأطفال الأربعة الجنس نفسه»». 

: «هناك طفلان ذكران وطفلتان»» 

) : «الطفل الثالث أنثى »» 

© احسب احتمال وقوع كل من الأحداث 4 و8 و©. 

© احسب (2)4660 ثم (|2)0. أيكون الحدثان 1/, و © مستقلين احتمالياً ؟ 

© احسب (00 8)< ثم (2)0|178. أيكون الحدثان 8 و © مستقلين احتمالياً ؟ 





© يحتوي صندوق على أربع كرات زرقاءء وثلاث كرات خضراء وواحدة صفراء. نسحب عشوائيا 
وفي آن معاً ثلاث كرات من الصندوق. ليكن 1 المتحوّل العشوائي الذي يمثّل عدد الألوان 
المختلفة بين. الكرات السبكودة. 

© ما هي مجموعة القيم التي يأخذها 1؟ 

© احسب كلا من (1 - خ2)1 و(8 -غ1)ج1. 

© استنتج قيمة (2 - غ12)1. 


© احسب توقع كر وانحرافه المعياري. 








هه 





عع البحث مع © 


أحثمال مشروط 


تبِيّن دراسة إحصائية أجريت على جماعة من الرياضيين أنه أثناء فترة المسابقة يكون احتمال أن 
يعطي اختبار تعاطي المنشطات نتيجة إيجابية عند إخضاع أحد الرياضيين له مساوياً 0.02. 
ويمكن لتناول بعض أدوية الرشح أن يؤثر في نتيجة الاختبار السابق. يتناول 2596 من الرياضيين 
في الجماعة أدوية الرشح في الشتاء. وبين هؤلاء يكون احتمال أن يعطي اختبار تعاطي 
المنشطات نتيجة إيجابية مساوياً 0.05. ليكن /1 الحدث: «الرياضي يستعمل دواء الرشح». 
وليكن 7 الحدث: «نتيجة اختبار تعاطي المنشطات إيجابية». يجري اختيار أحد الرياضيين من 
الجماعة عشوائياً احسب احتمال كل من الحدثين: 

«الرياضي يستعمل دواء الرشح ونتيجة اختبار تعاطيه المنشطات إيجابية». 

«الرياضي يعطي عند اختبار تعاطيه المنشطات نتيجة إيجابية علماً أنه لا يستعمل دواء الرشح». 
نحو الحلّ 
لنبدأ بترجمة معطيات المسألة وأسئلتها إلى لغة الأحداث والاحتمالات. فضاء العيّنة هو جماعة 
الرياضيين والأحداث البسيطة (اختيار أحد الرياضيين ) متساوية الاحتمال. نصّ المسألة يعطي 
()72 و (/2)1 فما هما؟ يعطي النص أيضاً الاحتمال المشروط (/17)7011 فما هو؟ أمّا 
الاحتمالان المطلوبان فهما ((1 0 1)11 و (12)1217117. 
نستطيع حساب ((07 /12)1 بسهولة لأننا نعرف كلا من (/12)72|1 و (/1)1» لنفعل ذلك. 
لحساب “2)10111 نرجع إلى التعريف. 

© احسب (72 0 '2)11 انطلاقاً من (7 6 12)14 و ((12)1. 

© احسب (12)117 واستنتج المطلوب. 





© وال عشوائي 


واذا كانت الجزيئة في © فإنها تقفز إلى أي من الرؤوس /ء 7 ©» (/ باحتمال يساوي 


نتأمّل مربّعاً 1/8607/, مركزه 0. تقفز جزيئة بأسلوب عشوائي من إحدى 
هذه النقاط الخمس إلى نقطة أخرى وفق القواعد الآتية : 





إذا كانت الجزيئة عند أحد رؤوس المربع فإنها تقفز إلى أحد الرأسين المجاورين أو إلى مركز 


المربع باحتمال يساوي +. (فمثلاً من / يمكنها أن تنتقل إلى 8 أو / أو 0). 


50 
4 











8 


ليكن © حل المعادلة (ه -2)1 ح بوم نضع وات رو كت 1 أثبت أن المتتالية ,.,(,4) متتالية 


فى اده كالنه الجزينة في نب فى اله 21 00 تأرو ل إتى التحدت: مولدرينة في ام 
بعد القفزة رقم 7 »» وليكن لاطا جح يمره (إذن - ريم). يطلب إيجاد علاقة تفيد في حساب 
م انطلاقاً من ,م» تُمَ حساب .م بدلالة 7. 


7-1-1 


99 نحو الحلَ 


الاحتمال ,. ,م هو احتمال أن تقفز الجزيئة إلى © في القفزة رقم 1+ 7. أتوجد صلة بين 
الحدثين ,7 و ,7 ؟ إذا كانت الجزيئة في © بعد القفزة رقم 7 فهل يمكنها أن تقفز إلى 0 
بعد القفزة رقم 1 ل 7؟ 

إذن وقوع ,, ,7 مشروط بعدم وقوع الحدث ١77,‏ (أي بوقوع 


1 2 1 
/1)» إذن يمكننا إنشاء التمثيل الشجري المبين جانباً : 3 1 
> إلا 1-2 
01 





0 علل الاحتمالات المكتوبة. 
© لماذا لا يوجد إلا فرع واحد بعد .77 -+لم؟ ات 
© ما الاحتمال الذي يجب كتابته على الفرع .,7/-ل«و,(بر؟ 


> انبت ان ,2 0 حت إرررم. 


- 


عو 
ان 


هندسية» عيّن أساسها وحدها الأوّلء نَمَ استنتج ,م بدلالة 7 واحسب ,م 82ذآ . 





© اسعمال محواين عشوائين 


يتطلب إنجاز مهمة مرحلتين /, و7 على التوالي. تستغرق المرحلة الأولى عدداً عشوائياً من 
الأيام ,ل يُعطى قانونه الاحتمالي بالجدول الآتي: 





المتحولان العشوائيان ,2 و ,رار مستقلان احتماليا. نرمز بالرمز 77 إلى الحدث: «يستغرق إنجاز 
المهمة ثلاثة أيام أو أقل». 








99 نحو الحل 
4 يستغرق إنجاز المهمة زمناً عشوائياً يساوي ,نز + ,نا . والمطلوب هو حساب احتمال الحدث 
3ك ور ع ا ع ره 
00 اكتب الحدث 77 بصيغة اجتماع احداث منفصلة من النمط (0 - بو2) 0 (م ع رك) 
© بيّن كيف يفيد الاستقلال الاحتمالي في حساب احتمال كل من الأحداث السابقة. 
استنتج احتمال الحدث 17 . 


كما إلى الأماء © 


يضم ناد رياضي 80 سبَاحأء و95 لاعب قوىء و 125 لاعب جمباز. يمارس كل رياضيّ لعبة 
واحدة فقط. 
© نطلب من ثلاثة لاعبين نختارهم عشوائياً ملء استبانة. احسب احتمال وقوع الحدثين الآتيين: 
الحدث 4 : «يمارس اللاعبون الثلاثة ألعاب القوى». 
الحدث 2 : «يمارس اللاعبون الثلاثة الرياضة ذاتها». 





© نسبة الفتيات بين الذين يمارسون السباحة تساوي 4590 وبين الذين يمارسون ألعاب القوى 
» وهي تساوي 6890 بين الذين يمارسون لعبة الجمباز. 
نختار عشوائياً أحد أعضاء النادي. احسب ,م : احتمال أن يكون فتاة تمارس إحدى ألعاب 
القوى. احسب أيضاً ,م : احتمال أن يكون فتاة. 
7 نختار عشوائياً فتاة من أعضاء النادي. احسب ,7 احتمال أن تكون لاعبة جمباز. 


2 


ثلاث كرات. نتأمّل المتحوّل العشوائي 7 الذي يأخذ القيمة 5 إذا كانت نتيجة السحب: ثلاث 
كرات حمراء (الحدث ,7)» ويأخذ القيمة 3 إذا كانت نتيجة السحب: كرتان حمراوان وكرة 





خضراء (الحدث ,7)» وأخيراً يأخذ القيمة 0 في بقية الحالات. 
© احسب (12)78 و (,12)17. 
© عيّن القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي 2 واحسب توقعه الرياضي وتباينه. 

لدينا صندوق يحتوي على كرتين حمراوين وثلاث كرات زرقاء. نكرّر عملية سحب عشوائي لكرة 
من الصندوق دون إعادة حتّى لا يتبقّى في الصندوق إلآ كرات من اللون ذاته. ليكن 2 المتحوّل 
العشوائي الذي يمثل عدد مرّات السحب اللازمة. عيّن مجموعة القيم التي يأخذها 1 » وعيّن قانون 











69 ثلقي حجري ترد متوازنين ونرمز بالرمز 5 إلى مجموع النقاط التي نحصل عليها. ليكن 1 
المتحوّل العشوائي الذي يمثل باقي قسمة ؟. على 2» وليكن 7 المتحوّل العشوائي الذي يمثل 
باقي قسمة 55 على 4. 

© عيّن القانون الاحتمالي للمتحول العشوائي 5.. 

© عزن القانونين الاعتياانية المكحولين العتوانيين ‏ 1 و 1 

© عيّن القانون الاحتمالي للزوج (2),7). 

أيكون المتحولان. العقبوائيان 1 .و 1 مستقلين. احتفالياً؟ 


طارات ذات كن 05 ارك أ عض عر كدت 





احتمال حدوث عطل في أحد هذه المحركات يساوي م وهو عددٌ موجب وأصغر تماماً من 1. 

نفترض أنّ الأعطال التي يمكن أن تصيب المحركات مستقلّة عن بعضها. ليكن 1 المتحوّل 

العشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات محركين» وليكن ا 

المتحوّل العشوائي الذي يساوي عدد المحركات التي يصيبها عطل على طائرة ذات أربعة 

محركات. 

0 عيّن القيم التي يأخذها 1 » وقانونه الاحتمالي. 

© عيّن القيم التي يأخذها 1ء» وقانونه الاحتمالي. 

© يمكن لطائرة أن تتابع طيرانها إلى نقطة الوصول إذا كان نصف عدد محركاتها على الأقل 
غير معطل. احسب ,م احتمال أن تتابع طائرة ثنائية المحرّك طيرانهاء واحسب ,م احتمال 
أن تتابع طائرة رباعية المحرّك طيرانها. 

© تحقق أنّ (1 - م3)(م -2)1م - رم - رمء وبيّن تِبعاً لقيم م أي نوع من الطائرات يعطي 
وثوقيّة أكبر. 


مثثاليات وأحنمايات 


© ليكن 4 عدداً حقيقياً. نتأمّل المتتالية ...(.") المعرّفة بشرط البدء 4 - ,» والعلاقة 





0. لتكن .,(,”) المتتالية المعرّفة بالصيغة 4 - ,130 ع .٠«,‏ أثنبت. أن 


هندسية. وعين أساسهاء ثْمّ عبر عن ,2 بدلالة 7. 


(,0) منتالية 


7-1 


0 استنتج صيغة مددلةه 7 و 4. ثم احسب برلهة 22لا ٠‏ 


00 جح 1 











© غالباً ما ينسى مدرّس الرياضيات مفتاح غرفة الصف. أياً كان العدد 7» (1 < 7)» نرمز 
بالرمز ,7 إلى الحدث: «نسي المدرّس مفتاح غرفة الصف في اليوم 7». لنضع 
(,7)ط - رم و (7)ط -ح ,و 
نفترض أنه إذا نسي المدرس المفتاح في اليوم 7» فإنَ احتمال أن ينساه في اليوم التالي 
يساوي ل» وإذا لم ينس المدرّس المفتاح في اليوم 7» فإنَ احتمال أن ينساه في اليوم التالي 


يساوى ك4. 
يساوي 2 


أ الى 17 + ا ٠.‏ 4 1 
اثبت أنه في حالة 1 < م لدبينا وا 1ت لح حت ريرق 


0 استنتج صيغة مك بدلالة .م» ثُمَ استفد من 00 لتحسب ,2 بدلالة و .م . أتتعلق 
نهاية المتتالية ..,(,م) بقيمة ,م؟ 


تكرّر عشر مرات تجربة إلقاء قطعتي نقود متوازنتين» ونسجل في كل مرة الوجهين الظاهرين. 
احسب احتمال كل من الحدثين 4 : «الحصول ثالث مرات على وجهين [1] » و8 : «الحصول 
على وجهين 1 مزة على الأقل». 


© نتأمّل حجر نرد متوازن فيه أربعة وجوه ملوّنة بالأسود»ء ووجهان ملوّنان بالأحمر. نلقي هذا الحجر 
خمس مرات على التوالي. 

© ما احتمال أن يظهر وجه أحمر مرة على الأقل عند آخر إلقاء لحجر النرد؟ 

© ما احتمال أن يظهر وجه أحمر أوّل مرة على الأقل؟ 

© ما قانون المتحوّل العشوائي 2 الذي يعد عدد الوجوه السوداء اللون التي نحصل عليها ؟ 


نتأمّل صندوقاً يحتوي على ثلاث كرات سوداء وأربع كرات حمراء. نسحب عشوائياً كرة من 
الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثم نضاعف عدد الكرات من لونها في الصندوق. 
وبعدئذ نسحب مجدداً كرة من الصندوق. لنرمز بالرمز ,7 إلى الحدث: «الكرة المسحوبة في المرة 
الثانية حمراء اللون»»: وليكن ,7 الحدث : «الكرة المسحوبة في المرة الأولى حمراء اللون». 

0 أعط تمقيلا شحريا للتجرية. 

© احسب احتمال الحدث ,7 . 

© إذا كانت الكرة المسحوبة في المرة الثانية حمراء اللون فما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة 

في المرة الأولى سوداء اللون؟ 








التجردة الأول. نتأمّل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع كرات حمراء.نسحب عشوائياً من 
الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن 7 عدد الكرات الحمراء المسحوبة. 

0 ما هي مجموعة القيم التي يأخذها 7 ؟ 

© احسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي [. 

احسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي ١‏ وتباينه. 

التجرية الثانية. نتأمّل صندوقاً يحتوي على كرتين سوداوين وأربع كرات حمراء. نسحب عشوائياً كرة 
من الصندوق نسجّل لونها ونعيدها إلى الصندوق ثم نضاعف عدد الكرات من لونها في الصندوق. 
وبعدئذ نسحب من الصندوق ثلاث كرات في آن معاً. ليكن 2 عدد الكرات الحمراء المسحوبة في 
المرة الثانية. نرمز بالرمز 7 إلى الحدث: «الكرة المسحوبة في المرة الأولى حمراء اللون». 

0 ما هي مجموعة القيم التي يأخذها 1 ؟ 

© احسب القانون الاحتمالي للمتحوّل العشوائي ] . 

احسب التوقع الرياضي للمتحوّل العشوائي 2 وتباينه. 


تحاول سعاد إدخال الوتد في حلقات ثتلقيهاء تكرّر سعاد التجربة عدداً من 


المرات. عندما تنجح سعاد في إدخال حلقة يصبح احتمال نجاحها في 





59 8 5 
امخال الحلقة الاتحقة 22 حدما شل 1 انغان حلذة ينك احمال 
: 7 و هي ! يصبح 
فشلها في إدخال الحلقة اللاحقة رض( احتمان ندا معان ان إيكال الكلنة فى الم 
الأولى يساوي احتمال فشلها. نتأمّلء أيآ كان العدد الطبيعي الموجب تماماً 7» الحدثين الآتيين: 
بك : « نجحت سعاد في إدخال الحلقة عند الرمية 7». 
8 : « فشلت سعاد في إدخال الحلقة عند الرمية 7». 
4 

00 عيّن ,م وبرهن أن ره 

لو 0 0 1 و2 
02 اثبت أنه ايا كانت 2 < , كان يي 6 5 


15 


© نعرّف في حالة 1 < » المقدار ,» بالعلاقة 3 2 رحا انان السناية ري 


متتالية هندسية وعيّن حدها الأوّل » وأساسها . 


هوي فى . 0 5 #6 6 








اختبارات عامّة 





ور 


04 





#إن 


0 


5 
1 


5 


5 








اختبار 1 
أولا أجب عن الأسئلة الآتية: (30 درجة لكل سؤال) 
السؤال الأول. احسب كلا مما يأتي : 
1 12 
0 عمسم م11 © جو 5(”م - ]) تم /[ 
1 مو لج بو 0 
السؤال الثاني. حل في 19 المعادلة : اود ل قود ثون 
السؤال الثالث. (17807, رباعي وجوهء مركز ثقله ©» 7 منتصف [(17]» 7. منتصف [80]. أثبت أن 
النقاط 7 و 7 و © تقع على استقامة واحدة . 
السؤال الرابع. في معلم متجانس (0:7,7,8) لدينا النقطة (1,0-,4)2/» والمستوي 2 الذي معادلته 
0 -22+9- +2 » اكتب معادلة الكرة التي مركزها 4 » وتمس المستوي 72. 
ثانياً حل التمرينات الآتية: (50 درجة لكل تمرين) 
التمرين الأول. أثنت أن 72-1 > تووراء أياٌ يكن 0< 7. باختيار 1/3آم حت و1 18م يت جوع احصر 2 
التمرين الثاني. أثبت أنّ المتتالية م.,(,”) المعرّفة تدريجياً بالعلاقات: 0 - مه و 02 .١/1+‏ - ن,:" 
متزاددة تماماء 


التمرين الثالث. احسب قيمة + إذا علمت أن . ل + ل - ل. 
ل را 
التمرين الرابع. حل في ©) المعادلة: 831-31-0 د 29492 )ته دو 
ثالث حل المسألتين الآتيتين: (100 درجة لكل مسألة) 


المسألة الأولى. ليكن © الخط البياني للتابع / المعّتف على ]مه +,0[ وفق 
4 
22-141 - 
1 :2 دار 


1. أثبت أن المستقيم 28-1 - :8 مقارب للخط 0©» وادرس الوضع النسبي ل 0 و /. 
2. ادرس التابع / » وعين المقارب الشاقولي ل ©» وارسم كل مقارب وجدته » ثم ارسم 0 . 
3. أثبت أن المعادلة 0-(5)/ تقبل حلا وحيداً »0 ». واحصره في مجال طوله 0.5. 





المسألة الثانية. يحوي صندوق 6 بطاقات مرقمة بالأرقام 1,2,3,4,5,6» نسحب منه عشوائياً بطاقتين 
على التتالي دون إعادة» ليكن 7 المتحول العشوائي الذي يدل على أصغر رقمي البطاقتين 
المسحويقين:. 
1. عين مجموعة قيم المتحول العشوائي 2 » واكتب جدول قانونه الإحتمالي. 
2. احسب التوقع الرياضي (15)10» والتباين (77)0. 








اختبار 2 


أولاً أجب عن الأسئلة الآتية: (30 درجة لكل سؤال) 


السؤال الأول. ليكن (©) الخط البياني للتابع /. المعرف على ]0ه ,0[ وفق: 


3 
وم 4 + 4 ل تدجس 
ل - (00/ 


© أوجد (ه)/ بسنا . 


© أثبت ل دن :لثى مقارب للخط (6). 
السؤال الثاني. نعرف المتتالية .,(,) كما يأتي: 1 - بن + 19ل ح بنرا 
© أثبت أنَ 4 > ,» > 0 أياً كان العدد الطبيعي / 
© أتبت أنّ المتتالية .,(,) متزايدة. ' 
السؤال الثالث. ليكن 1 و8 حدثين مرتبطين بتجربة عشوائية معروضة ,.., سات م1 
اسقط الرى اعجار كين نكر قةا حت ركرن لط صر >2 
4م و2 مستقلين احتمالياً؟ 
السؤال الرابع. نتأمّل في الفضاء المنسوب إلى معلم متجانس (2,8 ,0:4)» النقاط (2)1,5,4: 
و(8)10,4,3 و (4,3,5)© و (12)0,4,5. 
© بين أن النقاط , و7 و0 ليست على استقامة واحدة . 
اا و82 و © و (/ تقع في مستو واحد. 
استنتج أنّ النقطة 7 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة (ه.4) و(8,8) و(6,7©) 
حيث » و6 و 7 أعداداحقيقية يطلب تعيينها. 
ثانياً حل التمرينات الآتية: (60 درجة لكل تمرين) 
ارين ارك امك قراة للشايع ار المين العاحقة 0 1 


© يحقق الشرط: إذا كان .ه < هه كان ]12.9,3.1[ © (2)/ . 


> زمار عند مح+ء ثم أعط عدداً حقيقياً 


التمرين الثاني. أثبت أنه أي كانت من أهه+ ,1 - ]| كان (1+ #)صاك حر 
432 

© حل في مجموعة الأعداد العقدية © المعادلة ذات المجهول : التالية: 
0 -8-+8(2/. -22-20 (لاحظ أنّ :20/3 +4 - 3(2/. + 1) ) 








© في المستوي المنسوب إلى معلم متجانس (7 ,0:4) لتكن النقطتان 4 و 87 الممثلتان بالعددين 


العقديين :1(1- 0/3 + (1+ 3/) - ره و ره - بره بيّن أن "6ع - لكت واستنتج زاوية العدد 


4 


العقدي ,2 ثم استنتج 008 و د لدلة . 
التمرين الرابع. نريد تأليف لجنة مكونة من (مديرو نائب مدير و أمين سر) من مجموعة تضم خمسة 
أشخاص. بكم طريقة يمكن اختيار هذه اللجنة علماً بأنَ في المجموعة شخصين متخاصمين لا 
يجتمعان في اللجنة ذاتها. 
ثالث حل المسألتين الآتيتين: (100 درجة لكل مسألة) 
المسألة الأولى. ليكن (©) الخط البياني للتابع / المعرّف على 12 وفق “ع .*(1 + نه) ع ()/ . 
© ادرس تغيرات التابع / ونظم جدولاً بهاء واستنتج المقارب الموازي لمحور الفواصل وادرس وضع 
(©) بالنسبة إليه. 
© ارسم كل مقارب وجدته؛. ثم ارسم (0). 
© بيّن أن للمعادلة 2 - ()/ حل وحيد » وأنّ هذه الحل ينتمي إلى المجال [1-,2-] واستنتج 


7 
0 


أنّ بن تحفق المحادلة” 2م 79/.- 1 ح ين. 
© احسب مساحة السطح المحصور بين (6) ومحور الفواصل والمستقيمين 0  -‏ و1 - . 
© استنتج مجموعة تعريف التابع ((:)/)12 -ح (8)م + :ه ثم حل المعادلة ب ح (:ه)و. 
المسألة الثانية. لدينا ‏ صندوقاً ,,ه,.....ه,,ه حيث ,ه يحوي ثلاث كرات زرقاء وكرة واحدة حمراء. وكل 
صندوق من الصناديق الباقية يحوي كرتين زرقاوين وكرة واحدة حمراء. نسحب كرة من الصندوق 
ثم نضعها في الصندوق ,» ثم نسحب كرة من الصندوق ,»ه ونضعها في الصندوق :' 
وهكذا ...» نسحب كرة من الصندوق , ,»4 ونضعها في الصندوق ٠.1,‏ 
يرمز ,7 إلى الحدث (الكرة المسحوبة من الصندوق ,,» حمراء). 
1. احسب ( 12)77. 
2 قت أن 0 (ي12)17. 
3. أثبت أنّ )م - (,8)ط في حالة « > 8 > 2. 


)"ل 
4. لعتراقه )1 - . 


© أتبت أنّ المتتالية ,.,(,) هندسية. عيّن أساسها وحدها الأول. 
© اكتب , بدلالة # واستنتج (,2)7 بدلالة :/. 








اختبار 3 
أولا أجب عن الأسئلة الآتية: (30 درجة لكل سؤال) 


السؤال الأول. أثبت أنّ للمعادلة 0 1 ب# + 3ه حلا وحيداً 0 في 18 ثم بد بين أن |10 -[» يه. 
السؤال الثاني. حل المعادلة التفاضلية 1 بن + /2,7» ثم عين حلها / الذي يحقق 2 ع (1-)/. 


السؤال الثالث. ليكن التابع / المعرّف بالصيغة || -3 +28 + 2م/. - ()/ . احسب النهايتين: 
© (صسار سنا © (2ه)/ حصنا 


السؤال الرابع. يحوي صندوق ثلاث كرات سوداء وخمس كرات بيضاءع» عند سحب كرة سوداء يحسر 
اللاعب نقطة واحدة. وعند سحب كرة بيضاء ينال نقطتين. بسحب اللاعب كرتين علو التتالي دون 
إعادة. ما احتمال أن يحصّل اللاعب نقطة واحدة فقط؟ 





ثانياً حل التمرينات الآتية: (50 درجة لكل تمرين) 
التمرين الأول. لتكن المتتاليتان ,.,(,,؛) و ,-,(,”) المعرفتان كما يأتي 

1 1 1 1 

411 2 ل 70 1 ل ,7 011 


ثبت أنّ هاتين المتتاليتين متجاورتان. 
التمرين الثاني. في الشكل المجاور (©) هو الخط البياني للتابع / المعرف على المجال [0,3] 
بالصيغة: ‏ - 2/3 - ()/. عندما يدور (©) دورة كاملة حول محور الفواصل يولّد مجسما 
دورانياً كى. 
© ما طبيعة مقطع هذا المجسم بمستو عمودي على محور 
الفواصل ويمر بالنقطة (7),0 في حالة ]0,3[ م؟ 
© عيّن ()1/» مساحة هذا المقطع بدلالة #» ثم استنتج ”1 
حجم المجسم 5.. 
التمرين الثالث. في المستوي المنسوب إلى معلم متجانس (7/ ,0:4)» لدينا النقاط 4 و 8 و © التي 
ا ات 0 و- 3ل دوه و1 + 30/3 ح بع. 





© اكتب العدد العقدي 4 24د بالشكل الجبري ثم بالشكل الأسي واستنتج طبيعة المثلث )زه ار . 
0 
© عيّن (6) مجموعة النقاط 8 عد 14 التي تجعل ©-ل2 تخيلياً بحتاً. 
0 
© عيّن (2) مجموعة النقاط 8 عد 34 التى تجعل 26ل حقيقياً. 
: 10 








التمرين الرابع. في الفضاء المنسوب إلى معلم متجانس (/,0,7,7) لدينا النقاط (1 -,1,0)/ 
وزة رففاق و 6517و اي كما. 
© أثبت أنّ المثلث 170 قائم واحسب مساحته. 
© أثبت أنّ الشعاع (3,1-,7)2 ناظم على المستوي (1720) واستنتج معادلة المستوي (270/). 
© احسب بُعد النقطة 7 عن المستوي (2170) ثمّ احسب حجم رباعي الوجوه '1170/(/ . 


ثالث حل المسألتين الآتيتين: (100 درجة لكل مسألة) 
المسألة الأولى. ليكن (©) الخط البياني للتابع / المعرف على ]نه + ,6[لا]0,6[ وفق 
1 
(:# ص[ ح 1)به 0 


© ادرس تغيرات التابع / ونظّم جدولاً بها واستنتج ما للخط (©) من مقاربات موازية للمحورين 
الإحداثيين. وعيّن قيمته الحدية مبيناآ نوعها. 
1 


1 5 : 


0 
المسألة الثانية. يواجه حارس مرمى عدداً من ضضربات الجزاء. إذا صدٌّ ضرية الجزاء « فإنٌّ احتمال أن 
يصد ضربة الجزاء 1 + 7 يساوي 0.3». واذا لم يصد ضربة الجزاء 7 فإنَ احتمال أن يصد 
ضربة الجزاء 1 + ”7 يساوي 0.6. نفترض أنّ احتمال أن يصد أوّل ضربة جزاء يساوي 0.7. 
ليكن .4 الحدث « يصد حارس المرمى ضربة الجزاء 7 ». 
1. احسب (يك| وك)ظ و (/4 | رك) . 
2. استنتج أنّ 0.74 ع (ر/)12. 
3. نعرّف (. )12 - ,م: 
برهن أنّ 0.6 + ,م(0.2) > رريم. 
© لنعرّف المتتالية ,.,(,) بالصيغة 0.75 - ,م - ,0 بِيّن أن ,.,,(,) متتالية هندسية 
أساسها 0.2. استنتج عبارة ,م بدلالة 7 ثمّ احسب ,م صننئ[ . 


مح لج ىر 








اختبار 4 
أولا أجب عن الأسئلة الآتية: (40 درجة لكل سؤال) 


السؤال الأول. في الشكل المجاور خط بياني © لدالة /رء 

ومن خلال قراءة بيانية للشكل أجب عن الأسئلة التالية: 

© ما معادلة المستقيم المقارب للخط 6؟ وما الوضع 
النسبي للخط © مع هذا المقارب ؟ 

© يقبل / قيماً حدية محلياً. عيّنها وعين نوعها. 

© في حالة عدد حقيقي ١7#‏ عين بدلالة 7 عدد حلول 
المعادلة 2/. 

السؤال الثاني. لتكن المجموعة (2,3,5,6,7,9) - 6. 

© ما عدد الأعداد المكونة من ثلاث خانات مختلفة مثتى مثنى وأرقامها مأخوذة من ؟5, ؟ 

© ما عدد الأعداد المؤلفة من ثلاث خانات مختلفة وأرقامها مأخوذة من 5 وكل عدد منها من 
مضاعفات العدد 5 وأصغر من 500 ؟ 

السؤال الثالث. في لمعلج متجانسٍ ( 0,7,2,8) لدينا النقاط : (2,2-,4)3, و (8)6,1,5 و (1-,2-,0)6 

و(1-,2)0,4 . بيّن مع التعليل صحّة أو خطأ كل من المقولات الآتية: 

© المثلث 4800 قائم 

© المستقيم (71/.) عمودي على المستوي ( 0 4/2). 

© حجم رباعي الوجوه 70/4760 يساوي 81- 17. 





ثانها: .حل التمرينات. الأنية: (0 درجة لكل تمرين) 
التمرين الأول. ليكن التابع / المعتف على «1 وفق -6.-(25)/ والمطلوب : 
113 


© احسب 2( )/ | . 


© أثبت أنّ التابع ()/ -,: هو حل للمعادلة التفاضلية ‏ مح نم + /ن. 
التمرين الثاني. | لمستقيمان رأ[ و /.1 معرّفان وسند سطدا وفق 


اد رن و5 - 4 ح بر 
كا © 2 : 8ب 1ك ن كزيل .فل كلا © ع : و3-2 ح ع1 : /1 
7 -] ح ع 5 ل 1 ح بجع 


© أثبت أنّ 7 و /7 متقاطعان في نقطة يطلب تعيين إحداثياتها. 
© أوجد معادلة المستوي المحدد بالمستقيمين 7 و '1 





0 4 1 


نعرف المتتالية م( ,له) كما ياتي 6 20 2 د 5 000 1 درل 





2 
© باستعمال الرسم , مثل على محور الفواصل ودون حساب الحدود 
و البو امد 
© ضع تخميناً حول اطراد المتتالية م.,,(,,) وتقاربها. 
© نعرف المتتالية ,.,(,0) بالعلاقة كن - ون. 
ّ 1 اك نل 
1. بِيّن أنّ ,.,(.”) متتالية هندسية» وعيّن أساسها وحدها الأول. 
2. اكتب عبارة ,« بدلالة 7 ثم استنتج عبارة , بدلالة 7» وعين نهاية المتتالية ,,؛». 





التمرين الرابع. نتأمّل النقاط 4, و8 و© و 7 الممثلة للأعداد العقدية: 1 --ه و 3/+0-2 
ولب وحو وى 8حنم بالتزقيب: والمطاوب : 
© ارسم النقاط 1, و 8 و © و (/ء ثم احسب 18 و20 و 10 واستنتج طبيعة المثلث ‏ 1/70 . 


1-6 


©عين 5-6 يده واستنتج طبيعة المثلث 7/0 . 
0( 





ع 


© أثبت أنّ 7 هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط (1-,4) و(8,2) و (6,2). 
ثالثا حل المسألتين الآتيتين: (100 درجة لكل مسألة) 
المسألة الأولى. أولاً : ليكن ,0 الخط البياني للتابع / المعتف على ]نه +,10[ وفق : 

"(: صل)ن ح ( نه)/ 
© أثبت ()/ يكتب بالشكل : 2(:ه/دم[ :ه/د)4-() /. 
© ادرس تغيرات التابع /. ونظم جدولاً بها. 
ثانياً : ليكن ,0 الخط البياني للتابع 7 المعّف على ]نه +,10 وفق : دا ه2--(0)5. أثبت أنه 
عند 0 < :ه يكون ()'/نه-(:9)2--(2)/ واستنتج الوضع النسبي للخطين ,0 و ,©. 
ثالثاً : ليكن ,نه من ]هه-+ ,0[ . 
© بين أنَ معادلة المماس 7 للمنحني ,0 في النقطة التي فاصلتها ,ند هي (ننه)و< (0ه)"/ -ن. 
© ادرس تقاطع المماس 7 مع محور التراتيب» ثم استنتج طريقة لإنشاء المماس للمنحني ,0 عند 
النقطة التي فاصلتها ,:2. 








المسألة الثانية. نتأمَّل صندوقين. يحتوي الصندوق الأول على (3) كرات مرقمة بالأعداد 38 , 2 , 21 
ويحوي الصندوق الثاني (4) كرات مرقمة بالأعداد 5 , 4 , 8 , 2. نسحب عشوائياً كرة من الصندوق 
الأول ثم نسحب كرة من الصندوق الثاني والمطلوب: 
© اكتب فضاء العينة المرتبط بهذا الاختبار. 
© ليكن /, الحدث «إحدى الكرتين المسحوبتين على الأقل تحمل رقم (3) » 

وليكن 7 الحدث «مجموع رقمي الكرتين المسحوبتين أكبر تماما من (5) » 
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